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Ankündigung* 



Der ^ossartige AufHchwung, wi'lchoa die NatiirwissenschaftOQ 
in unserer Zeit erfahren haben, ist, wie allgenH'in anerkannt wird, 
nicht zum kleinsten Masse durch die Ausbildung und Verbreitung 
der Unterrichtsmittel, der Experiineutalvorlcsuogen, Labora- 
torien n. 8. w. Ixuliiip^t. Wühreud aber durch die vorhandenen 
EinriilitiingeQ zwar die Ivenntaiss des gei»'enwärtigen Inhaltes der 
Wissenschaft auf das erfolgreichste vermittelt wird, haben hoch- 
steh ein k' und weitblickende Mänrier wiederholt auf einen Mjini^el 
hinweisen mUssen, w^eicher der gegenwärtitren wissenschnft liehen 
Ausbildung jün^M'rer Kräfte nur zu oft anhaftet. Es ist dies diis 
Fehleu des historischen Sinnes und der Mangei an 
Kenntniss jener grossen Arbeiteuy auf welchen das 
Gebäude der Wissenscli aft ruht. 

Zwar wird es kaum einen Lehrer der Wissenschaft geben, 
welcher es versäumt, gegebenen Ortes auf diese Grundlagen hin- 
zuweisen. Der Hinweis bleibt aber meist erfolglos, weil die Quellen 
der Wissenschaft wenig zugänglich sind. Nur in grosseren Biblio- 
theken, und in diesen nur in einzelnen Kxeini)laren sind sie zu 
erlangen, so dass der Lernende nur zu leicht darauf verzichtet, 
auf sie zurückzugehen. 

Diesem Mangel soll durch die Herausgabe derClassiker der 
exakten W i s s e n s c h a f t e jibirehol fen werden. In handlicher 
Form niid zu In lli^aMu Preise sollen dit: t-'i nndlegenden Abhandlungen 
der gesiuuuiten exakten WissenschafLeu den Kreisen der Lehrenden 
und Lernenden zugiCnglich gemacht werden. Der 1 b rausgeber 
hofft düdurcli ein Unterrichtsmittel zu sehaü'eu, welches das 
Kiridrin-en in die Wi^^sen schuft gleichzeitig belebt und vertieft. 
Dasselbe ist aber aiieh ein F o r s c h u u gR m i t tel von grosser Be- 
deutung. Denn in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur 
die Keime, welche inzwischen sich entwickelt und Früchte getragen 
haben, sondern es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime, 
die noch der Entwicklung harren, und dem in der Wissenschaft 
Arbeitenden und Forschenden bilden jene Schriften eine unerschöpf- 
liche Fundgrube von Anregunueu und tordernden Gedanken. 

Die Classiker der exakten Wissenschaften sollen ilirem 
Nauuui gemäss die rationellen N:itnrwissenschafton, von der Mathe- 
matik bis zur Phyaiolo|^ie umfassen und werden Abhandlungen aus 
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Allgemeine Lehrsätze 

in Bedehmig auf 

die im verkehrten VerhältoisBd des Quadrats der Entfer- 
nung wirkenden Anziehnngs- nnd Abstosfinngs-Kiäfte 

von 

Carl Friedrich Gauss. 

^ Aus „Besultatti aus den Ijtubachtungen des magntitiaclieii Vereins, im 
^ Jahie 1839.^ L e i p z i Weldmann'Belie Buchhandlung. 1840, 
t 

^ 1. 

^ Die Natur bietet uns mancherlei Erscheinungen dar, welche 

^ wir durch die Annahme von Kräften erklären, die von den 
kleinsten Theilen der Substanzen auf einander ausgeübt werden, 
und den Quadraten der gegenseitigen Entfernungen umgekehrt 
proportional äiud. 

Vor allen gehört hierher die allgemeine Gravitation. Ver- 
möge derselben Hbt jedes ponderable Molectil n auf ein anderes 
fi eine bewegende Kraft aus, welche, wenn man di(v Entfernung 

= r seist» durch ^ ausgedruckt wird, und eine AbjÄherniig 

in der Richtung der verbindenden geraden Linie hervorzubringen 

strebt. 

Wenn man zur Erklärung der magnetischen Erscheinnngen 
zwei magnetische Fltlssigkeiten annimmt, wovon die eine als 
positive Gröoise, die andere als negative betraditet wird, so üben 
zwei derartige Elemente /t, gleichfalla eine bewegende Kraft 

auf einander aus, welche durch gemessen wird, und in der 

verbindenden geraden Linie wirkt, aber als Abstossung, wenn 
fif fi gleichartig, als Anziehung, wenn sie ungleichartig sind. 

Ganz ähnliches gilt von der gegenseitigen Wirkung derTheile 
der elektrischen Flüssigkeiten auf einander. 

1* 
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Das lillearische Element äs eines galvanischen Stroms flbt 
auf ein Element des magnetisclien Flnidnms fi (wenn wir letz- 
teres [3] zulassen] ebenfalls eine bewegende Kraft ans, die dem 
Qnadrate der Entfernung r umgekehrt proportional ist: aber 
hier tritt zugleich der ganz abweichende Umstand ein, dass die 
Bichtung der Krall nicht in der Terbhidenden geraden Linie, son- 
dern senkrecht gegen die durch ju und die Richtung von äs ge- 
legte Ebene ist, und dass ausserdem die Stärke der Kraft nicht 
von der Entfernung aHein, sondern zugleich von dem Winkel 
abhflngty welchen r mit der Kichtung von dß macht I4ennt man 

diesen Winkel 0, ao ist ° ^ « das Maass der bewegenden 

Kraft, welche ds auf fi ausübt» und eben so gross ist die von (i 
auf das Stromelement äs oder dessen ponderabeln Trftger aus- 
geübte Kraft, deren Bichtung der ersteren entgegengesetxt 
parallel ist. 

Wenn man mit Ampere annimmt, dass zwei Elemente von 
galvanischen StrOmen ds, äs' in der sie verbindenden geraden 
Linie anziehend oder abstossend auf einander wirken, so nOthigen 
uns die Erscheinungen, diese Kraft gleichfalls dem Quadrate der 
Entfernung umgekehrt proportional au setzen, zugleich aber er- 
fordern jene eine etwas verwickeitere AbhAngigkeit von der 
Bichtung der Stromelemente. 

Wir werden uns in dieser Abhandlung auf die drei ersten 
Fälle oder auf solche Kräfte einschränken, die sich in der Bich- 
tung der geraden Linie zwischen dem Elemente, welches wirkt, 
und deuüemgen, auf welches gewirkt wird, äussern, und 
schlech^ip ^em Quadrate der Entfernung umgekehrt propor- 
tional i»\M' 'obwohl mehrere Lehrsätze mit geringer Verände- 
rung suicb bei den andern Fällen ihre Anwendung finden, deren 
ausführliche Entwickelung einer andern Abhandlung vorbe- 
halten bldben muss. 

2. 

Wir bezeichnen mit a, h, c die rechtwinkligen Coordinaton 
eines materielleTi Punktes , von welchem aus eine abstosseude 
oder anzieheijJe Kraft wirkt: die beschleunigende Kraft selbst 
in einem unbestimmten Punkte O, dessen Ooordinaten z 
sind, mit 

/f^ 
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[3] wo also fi für den ersten Fall des vorhergehenden Artikels 
die im ersten Pankte befindliche ponderable Materie, im zweiten 
nnd dritten das Qnantum magnetischen oder elektrischen Flui- 
dnms ansdrdckt. Wird diese Kraft parallel mit den drei Coor- 
dinatenaxen aerlegt, so entstehen daraus die Gomponenten 

€fi {a — x) £fi [b — y) tfi [c — z] 

WO 6 SS + 1 oAet — — 1 sein soll, je nachdem die Kraft an- 
ziehend oder abstossend wirkt, was rieh nach der Beschaffen- 
heit des Wirkenden nnd des die Wirkung Empfangenden von 
selbst entscheidet. Diese Gomponenten stellen sich dar als die 
partiellen Differenlialqnotienten 

jfii jfü i'jt 

r r r 



bz hy 

Wirken also auf denselben Punkt 0 mehrere Agentien fi', 
fi*' u. 8. f. aus den Entfernungen r*^, r', r" u. s. f., und setzt man 



SO werden die Gomponenten der ganzen in O wirkenden Kraft 
durch 

bV 

^hx' Uy' Uz' 

dargestellt. 

Wenn die Agentien nicht aus discreten Punkten wirken, 
sondern eine Lixüe, eine Fläche oder einen körperlichen Raum 
stetig erfüllen, so tritt an die Stelle der Summation 2 eine ein- 
fache, doppelte oder dreifache Integration. Der letzte FaU ist 
an sich allein der Fall der Natur: allein da man oft dafür, unter 
gewissen Einschränkungen, fingirte in Punkten concentrirte. oder 
auf Linien oder Fläclien stetig vertheiltc Agentien substitniren 
kann, so werden wir jene Fälle mit in unsere Untersuchung 
ziehen, wobei es unanstössig sein wird, von Massen, die auf 
einer Fläche oder Linie vertiieilt, oder in einem Punkt eoneen- 
trirt sind, zu reden , insofern der Ausdruck Masse hier nichts 
weiter bedeutet, als dasjenige, wovon Anziehnngs- oder Ab- 
Btossnngs-Kräfte ausgdiend gedacht werden. 
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[4] 3. 

Indem wir also, für jeden Punkt im Räume, mit y, z dessen 
rechtwinklige Coordinaten, und mit V das Aggregat aller wir- 
kenden Massentheilclien, jedes mit seiner Entfernung von jenem 
Punkte dividirt, bezeichnen, w^obei nach den jedesmalisren Be- 
dingungen der Untersuchung negative Massentheilchen entweder 
ausgeschlossen oder als zulässig betrachtet werden möcren, wird 
F'eine Function von y, 2, und die Erforsciiun^ der EiLccn- 
thümlichkeiten dieser Function der Schlüssel zur Theorie der 
Anziehuügs- und Abstossung^krüfte selbst sein. Zur bequemem 
Ilandliabung der dazu dienenden Unterhuchungeu werden wir 
uns erlauben, dieses V mit einer besondern Benennung zu be- 
legen, und diese Grösse das Potential der Massen, worauf sie 
sich bezielit, nennen. Für unsre gegenwärtige Untersuchung 
reicht diese beschränktere Begriffsbestimmung hin : im weitern 
Sinne könnte man sowohl fttr Betrachtung anderer Anziehungs- 
gesetze, als im umgekehrten Verhältniss des Quadrates der Ent- 
fernung, als auch für den vierten im Art. 1 erwlluiteii Fall 
unter Potentin die Function von :r, x verstehen, deren par- 
tielle Differentialquotienten die Componenten der erseagton Kraft 
vorstellen. 

Bezeichnen wir die ganze in dem Punkte .r, z stattfindende 
Kraft mit p, und die Winkel, welche ihre Richtung mit den drei 
Goordinateuaxen macht, mit a, ßj ^, so sind die drei Compo- 
nenten 

p et» a ^ e -r— , p eos » e -r — , » cos y = «-r— 
bx öy e« 

nnd 

^i^w^ /m2 



4. 

Ist d6 das Element einer beliebigen geraden oder krummen 
d^ dv d<5 

Linie, so sind -r-. -r , die Cosinus der Winkel, welche jenes 

as as as 

Element mit den Coordinatt iiaxeii maelit: bezeichnet also 0 den 
Winkel zwischen der Riclitung des Clements und [5] der Rich- 
tung, welche die resuitirende Kraft daselbst hat, so ist 



Digitized by Google 



7 



cos ö = • cos ö -f- 3^ • cos 4- 3- • cos y. 
Die auf die^Bichtang von projidite Ktaft wird folglick 

^ /ÖP^ d:i: ÖK dv . 

\oa: üÄ oy oz as f 

Legen wir durch alle Punkte, in welchen das Potential V 
einen constanten Wertli hat, eine Fläche, so wird solche, allge- 
mein zu reden, die Thoile des Raumes, wo V kleiner ist, von 
denen scheiden, wo J"^ grijsser ist als jener Werth. Liegt die 
Linie s in dieser Fläche, oder tangirt sie wenigstens dieselbe 

mit dem Element dv. sat ist — = 0. Falls also nieht an die- 

öS 

sem Platze die Bestandtheile der ganzen Kraft einander destrui- 
ren, oder p — 0 wird, in welchem Falle von einer Richtung der 
Kraft nicht mnhr die Rede sein kann, muss nothwendig cos 0 — 0 
sein, woraus wir schliessen, dass die Richtung der resultirenden 
Kraft in jedem Punkte einer solchen Fläche gej2:pn diese selbst 
normal ist, und zwar nach derjenigen Seite des Raumes zu, wo 
die grösseren Werthe von angrenzen, wenn f = -f- 1 ist; 
nach der entgegencresetzten, wenn e = — 1 ist. Wir nennt n 
eine solche Fläche eine Gleichgewi cJits flache. Da durch jeden 
Punkt eine solclie Fläche geleert werden kann, so wird die Linie 
s. falls sie nicht ganz in Einer Gleichgewi cht -JÜic he liegt, in 
jedem ihrer Punkte eine ^meiere treffen. I)ur{']ischneidet s alle 
Gleich^ewichtsflächeu unter rechten Winkeln , so stellt eine 
Tangente an jener Linie überall die Eichtung der Kraft^ und 

— ilire Btftrke dar. 

Das iategral /ptoBd.äSf dnreh eia helkbigieB Stttek dar 
Linie s attsgedehnt» wird elfonbam e (F*— F*), wenn F*, F* 
die Werthe des Petentials ftr den Anl^gs* und Endpunkt be- 
deuten. Ist also 8 eine ^escklossene Linie, so wird jenes Inte- 
gral, dnrek die ganse Ltoie erstreckt, o werden. 

5. ' ' 

Es ist von stlijst klar, dass das Potential in jedem Punkte '"61 
des Raumes, der c/wäöct/!«/^ aller anziehenden oder abstossenden 
Theilchen liegt, einen assignabeln Werth erhalten muss; das- 
selbe gilt aber auch von dessen DifTerentialriuotienten, sowohl 
erster als höherer Ordnung, da diese in jener Vorftosaetziing 



S «Carl Fdedileh Qanw. 

gleiclifftll« die Foim von Bmnmen aBsignabtor Theile oder von • 
Integralen soleher Differentiale aanelimen, in denen die Goeifi- 
denten dnrcliauB assignable Wertlie haben. So 'wird 



^ (c — g)^ 

Die bekannte Gleichung 

=5S 0 

gilt also für alle Punkte des Üanmes^ die ansserlialb der wir- 
kenden Massen liegen. 

6. 

Unter den verschiedenen FiÜlen» wo der Werth des Poten- 
tials V oder seiner Differentialqnotienten für einen nicht ausser- 
halb der wirkenden Massen liegenden Punkt in Frage kommt, 
wollen wir zuerst den Fall der Katar betrachten, wo die Massen 
einen bestimmten körperlichen Baum mit gleichförmiger oder 
ungleichförmiger, aber überall endlicher Dichtigkeit ausfüllen. 

Es sei t der ganze Baum, welcher Masse enthält ; d^ ein nn- 
endlioh kleines Element desselben, welchem die Coordinaten a, 
hj c und das Massenelement kdt entsprechen ; ferner sei V [7] 
das Potential in dem Punkte O, dessen Coordinaten ff, Zf also 
die Entfernung von jenem Element 

Es wird folglich ^ ^y» J^^t 

durch den p::anzeii Kaum t ausgedehnt, was eine dreifache Inte- 
gration implicirt. Man sieht leicht, dass eine wahre Integration 
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^stattnehmig ist, auch wenn O innerhalb desRanmes sich befindet, 
obgleich dann ^ für die unendlich Jiahe bei 0 liegenden Ele- 
mente unendlich gross wird. Denn wenn man anstatt a, 5, c 
Polarcoordinaten einführt, indem man 

9et2ty 80 wird d/=: r^sin 2^ . dt< . d A . dr, mithin 

wo die Integration in Beziehung* auf ?• von r = 0 bis zu dem an 
der Grenze von t stattfindenden Werthc, von 1 = 0 bis ) ■= 27t, 
und von u — 0 bis u = tc ausgedehnt werden muss. Es wird 
also nothwendig V einen bestimmten endlichen Werth erhalten. 
Man sieht ferner leicht ein, dass man auch hier 

setzen darf. Die Befngniss dazu bernht darauf, dass anch dieser 
Ausdruck, welcher unter Anwendung von Polarcoordinaten in 

Jjfjf ^ cos 2^ . sin u.du.dl.dr 

flbergehty einer wahren Integration föhig ist, also X einen be- 
stimmten endlichen Werth erhftlt, der sich nach der Stetigkeit 
ändert» weil alle in unendlicher Nähe bei 0 liegenden Elemente 
nnr einen naendlieh kleinen Beitrag dazn geben. Aus ähnlichen 
Gründen darf man anch 



bV^ P k{c—zM _ - 



[8] setzen, und diese Grössen erhalten daher, ebenso wie 
innerhalb t bestimmte nach der Stetigkeit sich ändernde Werthe. 
Dasselbe wird «ach noch auf der Grenze von t gelten. 



7. 

Was nun aber die Differeutialquotienten höherer Ordnungen 
betrifft» so mnss ftir Punkte innerhalb t ein anderes Verfahren 

eintreten, da es z. B. nicht verstattet ist, — in 
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d. i. in 



umzuformen, indem dieser Ausdruck, genau betrachtet, uur ein 
Zeichen ohne bestimmte klare Bedeutung sein wtlrde. Denn in 
der That, da sich innerhalb jedes auch noch so kleinen Theils 
TOn ty welcher den Punkt einschliesst, Theile nachweisen lassen, 
Uber welehe ausgedehnt dieses Integral jdden yergegebenen 
Werth, er sei positiv oder negativ, überschreitet, so fdüt Mer 
die wesenfEelte Bedingung, unter welcher allein dem gansea 
Integrale eine klare Bedeutung beigelegt weiden kann, nAmUch 
die Anwendbarkeit der Ezhanstionamethode. 



Ehe wir diese Unteranolinng in ihrer Allgeneinhdt vor-; 
nehmen, wird es cnr Fsürang der Voiatellnngen nttzlieh aeln, 

einen sehr einfachen speciellen Fall zn betrachten. 

Es sei t eine Kugel, deren Halbmesser = R ist; und deren 
Mittelpunkt mit dem Anfangspunkte der Coordinaten zneammen- 
AUt: die Dichtigkeit der die Kogel ereilenden Masse sei con- 
Btant sss k, nnd den Abstand des Punktes O vom Mittelpunkte 

bezeichnen wir mit ^ = y x^-^y'^-\-zK Bekanntüch hat das 
Potential zwei verschiedene Ansdrttcke, je nachdem O innerhalb 
der Engel, oder ausserhalb liegt. Im erstem Fall ist nftmlich' 



Anf der Oberflftche der Engel gehen b^de Ansdrttcke einerlei 
Werth ^TtkB^^ nnd das Potential ändert sich daker im ganzen 
Räume nach der Stetigkeit 

Fttr die Differentialqnotienten erhalten wir im innem Ranme 




4 7t kR^ 



8^ 



X =a= — ^rtkXy 



im äuäsem Baume hingegen 

9 

x = — 



AUgraiebie LebiBlltae: It 



Auch hier geben auf der Oberfläche die letztem Formeln 
dieselben Werthe wie die erstem, daher auch X, Y, Z im gan- 
zen Kaume nach der Stetigkeit sich ändern. 

Anders verhält es sich aber mit den Ditl'erentialquotienten 
dieser Grössen. Im innern Baume haben wir 

im infl8ere& Banne hingegen 







.^2) 


dar 


3(>s 






47rA;i?3(35/2 — 


















3 (»5 





Auf der Oberfläche fallen diese Werthe nicht mit jenen zu- 
sammeBi sondern sind beziehungsweise 

[lOJ Afskaß Ateky^ 43tkz^ 

grösser. Es ändern sich daher jene Differentialqnetienfen nach 
der Ste1%keU swar im gansen innern nnd im ganten ftnssem 
Ranme, aber sprungweise beim üebergange ans dem einen in 
den andern, nnd in der Seheidnngsfliehe selbst mnss man ilinen 
doppelte Werthe beilegen, je nachdem dy, als positiv 
oder als negativ betraohtet werden. 

Aehniiehes findet bei den sechs Hbrigen DiiFerentialqnotienten 

'öx öx öl' 
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statt, die im Innern der Engel sämmtßcli = 0 werden, nnd 
beim Durchgänge durch die Engelfläehe sprungweise die Aen- 
demngen 

— — ßT-ttsf. 

erleiden. 

D«. Aggregat--!- ^+ oder + + ^ 

wird im iüuern der Kugel = — 47ck, im äussern Räume = 0. 
Auf der Oberfläche selbst verliert es aber seine einfache Bedeii- 
tnn*j:: präcis zu reden, kann man nur sagen, dass es ein xVggregiit 
von drei Theilen ist, deren jeder zwei verschiedene Werthe hat, 
nnd so giebt es eigentlich acki Comluiiationen. unter denen eine 
mit dem auf der innern Seite, eine andere mit dem ani' der äussern 
Seite geltenden Werthe übereinstimmt, wälucud die sechs übrigen 
ohne alle Bedeutung bleiben. Der Analyse, durch welche einige 
Geometer auf der Oberfläche der Kugel den Werth — 27tky 
oder den Mittelwerth zwischen den innen und aussen geltenden, 
herausgebracht haben, kann ich, insofern der Begriff von Diffe- 
rentialquotienten in seiner mathematischen Beinheit aufgefasst 
wird, eine Znlftssigkeit nicht einräumen. 



9. 

Das im vorhergehenden Beispiel gefundene Besultat ist nur 

ein einzelner Fall des allgemeinen Theorems, nach welchem, 

wenn der Funkt O sich im Innern der wirkenden Masse [11] be- 

^2y ^2y 

findet, der Werth von r + t— ? -f- t— r äqual wird dem 

öx^ oy- bz^ 

Producte aus — 4 rr in die in O stattfindende Dichtigkeit. Die 
befriedigendste Art, diesen wichtigen Lehrsatz zu begrftnden, 
scheint folgende zu sein. 

Wir nehmen an, dass die Dichtigkeit k sich innerhalb t nir- 
gends sprangweise ändere, oder dass sie eine mit / (a, by e) in 
bezeichnende Function von a, c sei, deren Werth sich inner- 
halb t tiberall nach der Stetigkeit Ändert, ausserhalb i hingegen 
=s 0 wird. 

Es sei i' der Ranm, in welchen t übergeht, wenn die erste 
Coordinate jedes Punktes der Grenzfläche um die Grösse e ver- 
mindert, oder, was dasselbe ist, wenn die Grenzfläche parallel 
mit der ersten Coordinatenaxe um e rttckwArts bewegt wird ; es 
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bestehe t ans den Räumen und 0, t' aus P und 0\ so dass 
der ^Aiize Kaum ist, welcher t und t' gemeiuäcliaftlich bleibt. 
Wir betraciiten die drei Integrale 

f{ayh,c) (a—x d t . 

/ a, h, c){a^x^e)ät 

/» f\a-^e,h,c)ia — x ) di , 

J [ia — x)'i^[b—y)^-{-'c~z)'^]l' 
wo das Integral (l), über den ganzen Baum t ausgedehnti der 

Werth von — - oder X in dem Punkte 0 sein wird. Das Inte* 

ox 

gral (^ygleiofafallBüber ganz ^ anflgedehnt, wird der Werth von 

— in demjenigen Punkte sein, dessen Coordinaten -|- y , 2; 

sind, welchen Werth wir mit X + I bezeichnen wollen. Offen- 
bar ist mit diesem Integrale ganz identisch das Integral (3), über 
den ganzen Raum t' ausgedehnt. Ist also 

das Integral (1), ausgedehnt über f^, l, 

über 0, k, 

das Integral (3), ausgedehnt über f^, ^ . . 

über d\ k\ 

80 wird X=:/+A, X 4- + 

[12] Setzen wir /{a -\r e,b,c) — s=s Jky so ist das 
Integral 

— -(a — x)ät 

r.,' W 

Ha^x)^+[b^y)^-i~{c^z)i]i' 

aber 1^ ausgedehnt, = ^ ^ 



/f 



e ' 



Die bisherigen Resultate gelten allgemein für jede Li^e von 
O: bei der weitem Entwickelnng soll der Fall, wo O in der 
Oberfläche selbst liegt, ausgeschlossen sein, oder angenommen 
werden, dass 0 in messbarer Entfernung von der OberflAehe, 
innerhalb oder aOBsethalb t liege. 

Lassen wir nun e unendlich klein werden, so sind die 
Bäume 6i 6' zwei unendUoh sehmale an der Oberfläche von t 
anliegende. BanmachiehteB; zerlegen wir diese Ober^ftehe in 
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Elemente d«, vsA bexeielmeB mit er den Winkel, weloheti eine 
in d< naeii aussen eiriehtete 17 omale mit mtes Ooerdinnten- 
axe maeht, so wird a offenbar spits sein überall, wo die Ober- 
fiftebe von ^ an ^ grenzt, stampf hingegen da» wo sie an O' grenzt. 
Die Elemente von 6 werden also ausgedruckt werden dnrch 
e eos a äs, die Elemente von f?*' hingegen dnreh — « eoB er d«, 

l V 

worans man leicht schliessty dass übergeht in das Integral 



/i 



e 

y (a, bf c) [a — xj cos cc . ds 



[(«— a:)»+(Ä-y)a+(c-z)i]* 
oder, was dasselbe ist, in dieses 

k{a — x] Cosa* ÖS 



durch die ganze Oberfläche ausgedehnt, wo unter k die an dem 
Elemente (h stattfindende Diclitigkeit zu verstehen ist. 

Unter Voraussetzung eines unendlich kleinen Werthes von 

e wird femer ~ tibergehen in den Werth des partiellen Diffe- 

rentialquütienten oder und der Werth des Inte- 

grals (4) oder — - — in das Integral 

.^.{a-a:)d/ 



,3 ' 

durch den ganzen Baum i ausgedehnt. 

f l jl— iL' 

Endlich ist, für ein uueiidiich kleines e, oder 

B 

— nichts anderes, als der Werth des partiellen Differential- 

Quotienten oder . Wir haben folglich das einfache 

Besultat 

Ö2F_ÖX__ r ^'^^'^^^^^ f k{a—x] Cosa, äs 

wo die erste Integration über den ganzen Raum t, die aweite 
^er die gante Oberfläche desselben ansandeluMn ist. 
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XKeiefl Remiliai ist gültig, wi« nalie nxmh O der OberfliAlu» 
•nf 4er iaamrn oder Mwem Seite liegen mag, nnv itieht in der 

Oberfl&ehe selbst, wo vielmehr v~ zwei yerschiedene Werthe 

haben wird. Das erste Integral undcrt bicli zwar beim Dnrcb- 
gange durch die Oberfläche nach der Stetigkeit, hingegen ändert 

sieh — J --i naen eiiieai weiter unten bewei- 
senden Theorem beim Ueberg-ange von einem innern der Ober- 
fläche unendlich nahen Punkte nach einem äussern um die end- 
liche Grösse 4 7j;^eosor, wo ^ und a sich auf die Durchgangs- 
stelle beziehen, und eben so gross wird der Unterschied der 

beiden daselbst stattfindenden Werthe von ^ sein. 



10. 

Auf ähnliche Weise wird, wenn ß und y in Beziehung auf 
die zweite nnd dritte Coordinatenaxe dieselbe Bedeutung haben, 
wie ce in Beziehung niif rlic or>to, und für die Lage von O die- 
selbe Beschränkung gilt, wie vorhin, 

[14] U 



hZ f bc ' f k r — Z[ cos y . d« 

Erwähn wir nun, dajss 

a—'» h — y e—z 



r 



da - r d6 r bc r 
niebts anderes istj als der Werth des Differentialquotienten 

r—,' insofern in dieser Differentiation nnr die Länge von r als 
er 

veränderlich, die Richtung aber als constant betrachtet wird ; 
femer, dass 

a — X b'^y c — z 

. eos a H =- • cos ß -\ eos y = cos xff 
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wird, wenn yß den ^inkel bexelehnet» welclLen die Baeh anaseii 
gerichtete Normale in As mit der Terlingerteii geraden Unie r 
macht, 80 erhellet, dass, wenn da» Integral 



Uber den ganzen Ranm t erstreckt, mit Jf, das Int^al 



r2 



d«, 



durch die ganze Oberfläche von t ausgedehnt, mit N bezeichnet 
wird, 

x2Tr \2jr iiTT 

eein wird. 

Um die erstere Integration auszuführen, beschreiben wir um 
den Mittelpuiiki O mit dem Halbmesser l eine Kuorelfläche und 
zerlegen dieselbe in Elemente da. Die von O durch alle Punkte 
der Peripherie von da gcluhrtcn und unbestimmt verlilngcrten 
geraden Linien bilden eine Kegelflächt' [im weitem Sinne des 
Worts wodurch aus dem ganzen f ein Kaum (nach I^instiinden 
aus mehreren getrennten vStücken bestehend! [15^ ausgcscliiedcn 
wird, und wovon ?-'^d(j.(i?^ ein unbestimmtes Element ist. Der- 
jenige Tlieil von 3/, welcher sich auf diesen Raum bezieht, wird 

-r- . dr ansgedrttekt werden, wenn diese 

or 

Integration durch alle in f fallenden Theile einer durch 0 und 
einen Punkt von da gehenden, soweit als nöthig verlängerten ge- 
raden Linie r erstreckt wird. Nehmen wir nun an, diese gerade 
Linie schneide die Oberfläche von t der Reihe nach in Oj, O2, 
O3, O4 u. s. f.; bezeichnen mit r,, r^y r^j u. s. f. die Werthe 
von 7' in diesen Punkten; mit d^i, d«^, ds-^y äs^ u. s. f. die 
entsprechenden durch den Elementarkegel aus der Oberfläche 
von t ausgeschiedenen Elemente; mit ki^ X^, /c^ ^4 u. s. f. die 
Werthe von /c, und mit i/^i, 1/^2, i//^, ip^ u. 3. f. die Werthe von 
an diesen Elementen : so tlliersieht man leicht, dass 

L ftlr den Fall, wo O innerhalb t Hegt, die Anzahl jener 

^ . dr von r = 0 bis 
r =3 Tj, dann von r bis r = n. s. f. auszufahren sein 
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wird, woians also, wenn die Dichtigkeit in 0 mit liexeielinet 
"Wird, hervOTgeht 

1^— . dr = — k^-^ki — ^12+ ^3 — ^4-l-tt.8.f. 

Da die Winkel ip^, ip2y ip^j ip^ u. s. f. oflfenbar abwechselnd 
spitz und stumpf sind, so wird 

d«i . cos t/^i — t'i^ d(7, 
. cos = — r2'^äay 
ds^ . cos ip^ = -\- r^'^da, 
d«4 . cos = — r^^da 

u. ä. f. und folglich 



da 



nA.dr 
J dr 



=r — Ä'Oda -I- d* j + -^-rP \i dÄ3+ U. S. f. 

*.d<r + 2^d*, 

indem die Summation auf alle ds ausgedehnt wird, welche dejn 
[16] Element da entsprechen. Durch Integration über sämmt- 
liehe d<7 erhält man also 

wo das Integral über die ganze Oberfläche erstreckt Verden 
mas8, oder M= — 47tk'^-\-N, Es wird folglich 

ö^r h'^v 

II. Für den Fall, wo 0 ausserhalb t liegt, hat man nur die- 
jenigen da in Betracht zu ziehen, für welche die durch O und 
einen Punkt von da gelegte gerade Linie den Raum t wirklich 
trifft; die Anzahl der Punkte 0|, O2, O3 n. s. f. wird hier 
immer gerade sein, und die Winkel ip^ ip^y ip^ u. s. f. abwech- 
selnd stampf und spitz, also 

ds, . cos = — Ti 2 da , 

dS'i . cos ip2~-\- r2- da, 

dü^ . cos ip-^ = — ^%^da 

— . dr vonr =f 1 bis r= rj, 

d III II von r=r3 bis r=r4 u. s. f. ausgeführt werden muss, so 

ergiebt sich 
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J br 



und nach der sweiten Integration dnreh alle in Betracht kom- 
menden da 



folglich, wie ohnehin bekannt ist, 



11. 

Obgleich in nnsrerBewnsfahning angenommen ist, dass ^0 
Dichtigkeit sich in dem ^a}«r6i»Ranm^ naiidL der Stetigkeit ändere, 
so ist dochsnr Gültigkeit nnsers Resultats diese Bedingung nicht 
nothwendig, sondern es wird bloss erfordert, [17] dass in dem 
Punkte 0 die Dichtigkeit nach allen Seiten zu nach der Stetig- 
keit sich ftndere, oder dass 0 innerhalb eines wenn auch noch 
so kleinen, dieser Bedingung Genüge leistenden Banmes liege. 
Setzen wir nämlich das Potential der in diesem Räume enthal- 
tenen Masse V\ das Potential der übrigen ausserhalb des- 
selben befindlichen Massen = F", so wird das ganze Potential 
Fss: F + dä nach dem vorhergehenden Artikel 

1 — . — I SsO 

ist, so wird 



Fühlt hingegen diese Bedingung in dem Punkte 0, und liegt 
also dieser in der Scheidungsfläche zwischen zweien solchen 
Räumen, in welchen, jeden für sich genommen, die Dichtigkeit 
nach der Stetigkeit, aber beim Uebergange aus dem einen in den 
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andern sprungweise ^ch ändert, so haben daselbst, allgemein 
h^V d»F 

2a reden, y^, jedes zwei Teraehiedene Werthe, und 

von dem Aggregate jener Grössen gilt dasselbe, was am Schlüsse 
des 8. Artikels erinnert ist. 



12. 

Wir ziehen, wie schon oben bemerkt ist, auch den idealen 
Fall mit in den Kreis unserer Untersuchungen, wo Anziehnngs- 
oder Abstossiingskräfte von den Tlieilen einer Fläche ausgehend 
angenommen werden, und erlauben uns dabei die Einkleidung, 
dass eine wirkende Masse in der Fläche vertheilt sei. Unter 
Dichtigkeit in irgend einem Punkte der Fläche verstehen wir 
in diesem Falle den Quotienten, wenn die in einem Elemente der 
Fläche, welcbera der Punkt ang^ehört, enthaltene Masse mit 
diesem Element dividirt wird. Diese Dichtis^keit kann gleich- 
förmig (in allen Punkten dieselbej oder uugieielifrirmii^ sein, und 
im letztern Falle entweder in der ganzen IMiiche hicli nach der 
Stetigkeit ändern (d. i. so, dass sie [18] in je zwei einander un- 
endlich nahen Punkten auch nur unendlich weni^ verschieden 
ist), oder es kann die ganze Fläche in zwei oder mehrere Stücke 
zerfallen, in deren jedem eine stetige Aeuderung statttindet, 
während beim Ueher.p-an^e aus einem in das andere die Aende- 
rung sprnng^veise geschieht. Uebrigens kann auch an eine 
solche Vertheilung gedacht werden, wo unbeschädigt der End- 
lichkeit der ganzen Masse die Dichtigkeit in einzelnen Punkten 
oder Linien unendlich gross wird. Der Fläche seihst, insofern 
sie nicht eine Ebene ist, wird, allgemein zu rcJ« n, eine stetiL^c 
Krümmung beigelegt werden, ohne darum eine Unterbrechung^ 
in einzelnen Punkten (Ecken) oder Linien (Kanten) auszu- 
schiiossen. 

Dieses vorausgesetzt, erhält das Potential auch in jedem 
Punkte der Fläche selbst, wo nur die Dichtigkeit nicht unend- 
lich gross ist, einen bestimmten endlichen Werth, von welchem 
der Werth in einem zweiten Punkt, der, in der Fläche oder 
ausserhalb, jenem unendlich nahe liegt, nur unendlich wenig 
verschieden sein kann*], oder mit anderen Worten, in jeder 



*) Von der Endlichkeit des Integrals, welches das Potential aus- 
drückt, Uberzeugt man sich leicht, indem mau die Zerlegung der 
Flache in Elemente auf Shnliohe Weise ansftthrt, wie im 16. Artikel 

2* 
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Linie, mOge sie in der Fläche selbst Uegen, oder dieselbe kreu- 
zen, ftndert sieh das Potential naeh der Stetigkeit 



13. 

Bezeichnet man mit k die Diehtigkeit in dem FlAcbenelement 
d6 ; mit a, 5, c die Ooordinaten eines demselben angehörenden 
Punktes ; mit r dessen Entfernung von einem Punkte O, dessen 
Ooordinaten Xy z sind, und mit V das Potential der in der 

dnrcb die ganze FUehe ausgedehnt; endlich mit X, Zdie 
eben so verstandenen Integrale 

[19] C k[a — x, dj i' k'^b—y) d# r k(c — g) dj 
J ' J ' J ' 

öF öF 6F 

so sind zwar X» Y, Z ganz gleiehbedentend mit — , — , 

OX 0 1/ oz 

80 lange O mi?>erli:üb der Fläche liegt, aber, genau zu reden, 
gilt dies nicht mehr, wenn O ein Punkt der Fläche selbst ist, 
und die Ungleichheit gestaltet sieli verschieden je nach der 
Rpsc^mtfenheit des Winkels, welchen die Normale der Fläclio 
mit der ))etretVenden Coordinatenaxe macht. Es ist oftenbar lau- 
reich ihI, hier nur das Verhalten in Beziehung auf die erste 
Coordinatenaxe anzugeben. 

I. Ist jener Winkel = 0, so hat in O das Integral X einen 

ö F 

bestimmten Werth, ^r— hingegen hat zwei verschiedene Werthe, 

je nachdem man als positiv oder als negativ betrachtet. 

II. Ist der Winkel ein rechter, so lAsst der Ausdruck für 
X eine wahre Integration nicht zu (indem dann eine ähnliche 

Bemerkung gilt, wie im 7. Artikel), während -~ nur Einen be- 

stimmten Werth hat. 

III. Ist der Winkel spitz, so verhält es sich mit X eben so 

dF 

wie im zweiten, und mit -r-- eben so wie im ersten Falle. 

ox 



geschehen wird ; und zugleich wird daraus ersichtlich, dass die den 
beiden in Rede stehenden Punkten uoendiich nuhen Tbeile der Fläche 
au dem ganzen Inte|(ral nnr unendlich wenig beitragen, woraus sich 
das oben Gesagte leicht beweisen lässt. 
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Noch besondre Motliiicationen treten ein, wenn in O eine 
Unterbrecliunf^ der Stetigkeit entweder in Beziehung auf die 
Dichtigkeit oder die Krümmung stattfindet. Für unserii Haupt- 
zweck ist jedoch nicht nothwendig, solche Ausnahmsfölle, die 
nur in einzelnen Linien oder Punkten eintreten können, aus- 
ftlhrlich abzuhandeln, nnd wir werden daher bei der nähern 
ErMerung des Gegenstandes annehmen, daas in dem fraglichen 
Pankte eine bestimmte endliche Dichtigkeit nnd eine bestimmte 
Berflhningsebene stattfindet. 

14. 

Ehe wir die Untersnchnng in ihier Allgemeinheit yornehmen, 
wird es nlltzUch sein, einen einfachen besondern Fall zn be- 
trachten. Es sei die Fläche das Stttck A einer [20] Kngelflftche, 
und die Dichtigkeit darin gleiehfdrmig oder k constant Es dnd 
also Vj X die Werthe der Integrale 

/käs f' k{a — x) äs 
~ J ' 
durch A ausgedehnt ; bezeichnen wir mit V\ X' dieselben Inte- 
grale, wenn sie durch den übrigen Theil B der Kiigelfläche, 
und mit X^, wenn sie durch die ganze Kugelfläche erstreckt 
werden, so wird V = — V\ X = X^ — A". Wir wollen 
noch den Halbmesser der Kugel mit Ii bezeichnen, den Anfangs- 
punkt der Coordinaten iu dea Mittelpunkt der Kugel legen und 
|/r^-}-7/2_^ -2 Q^QY den Abstand des Punktes 0 vom Mittel- 
punkte der Kugel = o setzen. 

£s ist nun bekannt, dass = 4 ;i kli wird, wenn O inner- 

4 itkR'^ 

halb der Kugel, hingegen = — - — , wenn 0 ausserhalb 

liegt; in der Kugelfläche selbst fallen beide Werthe zusammen. 
Der Differentialqnotient -r — wird daher innerhalb der Kugel 

0 3ß 

4 TC k sc 

= 0, ausserhalb = ^5 ; auf der Kugelfläche selbst 

aber werden beide Werthe zugldoh gelten je nach dem Zeichen 
von h^: gleich sind diese beiden Werthe nur dann, wenna;=0 
ist, was dem Falle II des vorhergehenden Artikels entspricht. 
Der Ausdruck fUr X% innerhalb und ausserhalb der Kugel 

mit -r — gleichbedeutend, wird auf der Oberfläche ein leeres 
ox 
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Zeichen, iuaefeni eine wahre iBtegration unstatthaft ist, den ein- 
zigen Fall ausgenemmeiif wenn fttr die nnendlich nahe liegenden 
Elemente der Fliehe a — x ein nnendlich Kleines von einer 
höhern Ordnung wird als r, nämlich wenn ^=0, «=0, ar« 
±, für welchen Fall die Integration X<> s 2^^ giebl, 

also mit keiucm der Wertke von -r — übereiuätimmcüd, soudern 

vielmehr mit dem Mittel von beiden : offenbar gehOrt flbiigens 
dieser Fall zu I im vorhergehenden Artikel. 

Erwägt man nun, dass, wenn O ein aaf der Oberfläche [21] 

}sV' 

der Kugel innerhalb A liegender Punkt ist, X' und gleich- 
bedeutend sind und bestunrnte nach der Stetigkeit sieh ftndetnde 
Werthe haben, so erhellet, dass das gegenseitige Verhalten 

awischen — X' und -r r — , d. i. zwischen X und 

fix ox 

^r- ganz dasselbe ist, wie zwischen X*^ und ^— - , woraus also 

die im vorhergehenden Artikel aufgestellten Sätze von selbst 
folgen. 

15. 

Fllr die allgemeinere Untersuchung ist es vortheilhaft, den 
Anfangspunkt der Ooordinaten in einen in der Fläche selbst 
liegenden Punkt P zu setzen und die erste Coordinatenaxe 
senkrecht gegen die Berührungsebene in P au legen. Bezeich- 
nen wir mit ip den Winkel zwischen der Normale des unbe- 
stimmten Flächenelements ds und der ersten Ooordinatenaxe, 
so ist cos ^ . ds die Projection von auf die Ebene der b und 

e; und setzen wir Yb^-^c^ eoB$, e « ^ sin 

so wird ^d^ . d<? ein unbestimmtes Element dieser Ebene vor- 

steiieu, und das entsprechende Fiächenelement = ^^^ ' f- 

cos ^ 

sein; das darin enthaltene Massenelement wird also sshodg^üß 

k 

sein, wenn wir zur Abkttrznng h fnr ~ schreiben. 

cos \p 

Wir wollen nun untersuchen, linviefern der Werth von X 
sich sprungweise ändert, indem der l'inikt 0 in der ersten Coor- 
dinateuaxe von der einen Seite der Fläche auf die andere, oder 
X aus einem negativen Werthe in einen positiven übergeht. Für 
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<iiese Frage ist es offenbar einerlei, ob wir die ganze Flächü in 
Betracht ziehen oder nur einen beliebig kleinen, den Punkt P 
einschliessenden Theil, da der Beitrag des übrigen Theils der 
Fläehe zu dem Werthe von X sich nach der Stetigkeit ändert. 
Es ist daher erlaubt, q nur von 0 bis zu einem beliebig kleinen 
Orenzwerthe q' auszudehnen, und vorauszusetzen, dass in der 

Ao begrensften Fläehe h wd — bioIl [Itö] tlberaU naeh der ßtetig^ 

keit ändern. Setzen wir, ftlr jeden bestimmten Werth von^, 
den Werth des Integrale ^ ^ ^^^ > ^ « 0 bis ^ » ^' 

ausgedehnt, ss «o wird X » fQ^ßt wo die Integration von 
<^ sss 0 bis ^ « 2 TT sn erstrecken ist. 

Es kommt nnn darauf an, die Werthe von X ftr a; = 0, ftr 
ein nnendlieh kleines positives x und fttr ein nnendlieh kleines 
negatives (die beiden andern Ooordinaten y, z allemal = 0 
angenommen) unter einander zu vergleichen; wir beseiohnen 
diese drei Werthe von X mit X^^ X\ X", ond die entspreehen- 
den Werthe v on 0 mit Q'\ Q \ Q\ 

Da r = y {a — + so erhftlt man, indem man 6 als 
eonstant betrachtet, 

und folglich 

«^=7 ^T~^^-^J ^'-^'^^ ^r-^ + Const.. 

Avo die beiden Integrrationen von o = 0 bis ^ = ^' auszudehnen 
und die Werthe von Ä, a, r für ^ = ^ mit A', a\ r* bezeichnet 

«ind. Als Constante hat man den Werth von ^ fbr 

r 

^ s= 0 anzunehmen, welcher, wenn man die Dichtigkeit in P mit 
bezeichnet, = — wird für ein positives und = -f- h"" für 
ein negatives, indem für (> = 0 oticnbar a= 0, i/; ==U, h = k^, 
4C ^ zt, r wird. Fflr den Fall x = 0 hingegen hat man als 

ha 

Oonstante den Grenswerth von — bei nnekidlieh abnehmendem 

r 

Q anzunehmen, welcher = 0 ist, weil a ein Unendliehk)eines 
von einer höheren Ordnung wird als r. 

^ • — ^1 d^ bleibt bis auf 
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einen nmendlieh kleinen Untenohied derselbe, man mdge s 0 
oder nnendUeb klein » d= £ setzen. Zerlegt mtn nftmUeh jene» 
Integral in 

80 ist klar, dass das Behauptete fflr den ersten Theil gilt, weuD 

d nnendliek klein, und fttr den zweiten, wenn - nnendlioh gros» 

e 

ist, also für das Gauze, wenn d ein Unendlichkleines von einer 
niedrigem Ordnung als e. 

Ein ähnlicher Schlnss gilt auch in Beziehung auf das Inte- 
gral -—r * ^Qy wenn die Punkte der Fläche, welche dem 
bestimmten Werthe von $ entsprechen, eine Corve bilden, die 
In P eine messbare Krttmmting hat, so dass Ar in dem hier be- 

trachteten Räume einen endlichen, naek der Stetigkeit sich än- 
dernden Wertk erhftlt. Bezeichnet man nimlich diesen Wertb 
mit A, so wird 

mithin «erlegt sich Jenes Integral in fügende zwei 

bei welchen beiden die Gültigkeit obiger Schlussweise von selbst 
klar iät. 

Endlieh smd auch offenbar die Werthe Ton — ^ — ; ■ für 

r 

alle drei Werthe von x bis auf iineiidlich kleine Unterschiede gleich. 

Hieraus folgt also, dass Q' -h Q Q" — ^-^ bis auf un- 
endlich kleine Unterschiede gleich sind, und dasselbe wird dem- 
nach auch von /(Q' 4-^0) dö, /(räO, fiQ"-~/c^] dO gelten, 

oder von den Grössen X'-\-2kk\ X^'x"— 27^^^ 

Man kann diesen wichtigen 8atz auch so ansdrllcken : der 
Qrenzwertb Ton X bei unendlich abnehmendem positiven x ist 
— ^Ttk^, bei unendlich abnehmendem negativen x hingegen 
+ 27r^*^, oder X ändert sich zweimal sprangweise nm 
— 2 7t k^, indem x aus einem negativen Werthe in einen posi- 
tiven Übergeht, das erstemal, indem x den Werth 0 erreicht» 
nnd das zweitemal, indem es ihn ttbersehreitet. 
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In der Beweisführung des vorhergehenden Artikels ist zwar 
vorausgesetzt, dass die Schnitte der Fläche mit den durch die 

erste Coordinatinaxe geleerten Ebenen in P eine messbare 
Krümmung haben: allein unser Resultat bleibt auch noch gültig, 
wenn die Krümmung iü 1' uutndlich gross ist, einen einzigen 

Fall ausgenommen. Dass ^ fttr ein nnendlieh kleines ^ selbst 

unendlich klein werden müsse, bringt schon die Voraussetzung 

des Vorhandenseins einer bestimmten Berührungsebene an der 

Fläche in P mit sich ; allein von einerlei Ordnung sind beide 

Grössen nur dann, wenn ein endlicher Krümmungshalbmesser 

stattfindet ; bei einem unendlich kleinen Krümmungshalbmesser 
(g 

hingegen wird - von einer niedrigern Ordnung sein als q. Wir 

Q 

werden nun zeicren, dass unsrc Besnltate auch im letzt( m Falle 
ihre Gültigkeit behalten, wenn nur die Ordnungen beider Grössen 
vergleichbar sind. 

Nehmen wir also an, — sei von derselben Ordnung wie 

Q 

wo fi einen endliehen positiven Exponenten bedeutet, also 

a 

. , eine endliche, iu dem in Rede stehenden Räume nach der 

-r 

Stetigkeit sich Ändernde Grösse,, die wir mit B bezeichnen 

wollen. Es zerßlllt also das Integral J • d^ in die 
beiden folgenden 

J +J "7^ • d7*^^^- 

Auf das zweite Integral lassen sich die Schlüsse des vorher- 
gehenden Artikels unmittelbar anwenden, auf das erste hingegen 

nach einer leichten Umformung. Setzt man nämlich — = m, 

Qf*^ = a, oder ^ = o^, so wird jenes Integral 

, . r Bha^äa 

= (i» + 1) 1 — 1. 

[26] Auch dieses Integral hat nun offenbar so lange nur einen 
unendlich kleinen Werth, als die Integration nur von 0 bis zu 
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einem aneiidlieli kleinen Werthe von a •ausgedehnt wird : fftr 
jeden endlichen Werth van a hingegen erhält der Goef&cient von 
da bis auf einen unendlich kleinen Unterocfaied einerlei Werth, 
man möge oder nnendUeh }s\»m annehmen. Biee gilt aJ«o 
auch von dem ganzen Integral , venu es von a = 0 bis a = 

Q ausgedehnt wird. 
Nur in einem einzigen Falle verlieren unsre Schlüsse ihre 

Gflltigkeit , wenn n&mlich ^ mit keiner Potens von q mehr an 
einerlei Ordnung gehört, wie z. B., wenn ^ von derselben Ord- 
nung wäre, wie l : log In diesem Falle würde Q, bei unend- 
licher Annäherang des Pnnktes O zur Fläche äber alle Grenzen 
wachsen, nnd dasselbe wfirde auch fdr X gelten, wenn ein sol- 
ches Verhalten nicht bloss fflr einen oder einige Werthe yon $^ 
sondern für alle stattfände. Es ist jedoch nnnathig, dies hier 
weiter zn entwickeln, da wir diesen singuiären Fall von nnsrer 
Untersuchnng ohne Nachtheü ganz ansschliessen können. 



17. . 

Wir wollen nun nnter denaelben Voranssetzungen nnd Be- 
zeichnungen, wie im 15. Artikel, die OrOsse Y betrachten, wo* 

A 6 d Ä . de ^ 
von r — ein unbestimmtes Element ist. Da 



und folglich 



r = }/^2 4- c2 + (a — a?)^ 



r hb i h(a — x) öa 

insofern c als constant betrachtet wird, so giebt die erste Inte- 
gration in diesem Sinne 

./ r» r* r** V r U J ib ' 

[26j wo die Integrationen sich vom kleinsten znm grössten Werthe 
von b, für jeden bestimmten Werth von c, erstrecken und mit 
/**, r*, Ä*". r** die jenen Grenzwerthen entsprechenden Werthe 
von h nnd r bezeichnet sind. Schreiben wir zur Abkürzung 
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r* r**~' ' r' bb r» ' W ' 

so wird 

Y^jT^c 4-// y . dÄ . de, 

wo die Integration in Beziehung auf c vom kleinsten Werthe, 
welchen diese Coordinate in der Fläche hat, his zum grössten 
ausgedehnt werden muss. In dem doppelten Integrale stellt 
d6 . de die Projection eines unhestimmten Elements der Fläche 
anf die Ebene der 6, c vor, und es kann mithin auch ^d^ . dd 
dafür gesehrieben werden: souaeh wird 

y= /rdc -i- JJü^Q . dö, 

wo in dem Doppelintegral von q ^ 0 his q = und von 
^ = 0 }m 6 s=s 27V integrirt werden mnss. Durch ähnliche 
Schlfl8se,ine im 15. Artikel, erkennt man nun leicht, dass 
dieser Ausdruck bis anf unendlich kleine Unterschiede gleiche 
Werthe erhält, man möge r = 0 oder unendlich klein annehmen, 
oder mit andern Worten, der Werth von Y hat bei positiven 
und bei negativen unendlich abnehmenden Werthen von x eine 
und dieselbe Grenze, und diese Grenze ist nichts anderes, als 
der Werth obiger Formel, wenn man darin r — 0 setzt. Wir 
wollen nach der Analogie diesen Wertli mit T° bezeichnen, 
wobei jedoch bemerkt werden muss, dass man nicht sagen darf, 

es sei dies der Werth von J* fBr a: = 0 (insofern dieser 

Ansdmck ^rx^O eine wahre Integration nicht zulässt) , son- 
dern nur, es sei W Werth jenes Integrals, nämlich derjenige, 
welcher henrorgehl, wenn man in der oben befolglen Ordnung 
integrirt. 

Uebrigens bedarf dieses Resultat (auf ähnliche Weise wie 
oben Art. 16] einer Einschränkung in dem singulären Falle, 
iro in dem Punkte F nnsndUch kleine KrUmmungshalbmesser 

btattUudeu, imgleichen, wenn iu diesem Punkte — unendlich 

00 

(27] gross wird ; für nnsern Zweck ist es jedoch unnöthig, solche 
AusnahmsfiUle, die nur in einzelnen Punkten oder Idnien vor- 
kommen können (also nicht in Theilen der Fläche, sondern nur 
an der Grenze von Theilen) besonders zu betrachten. 

Endlieh ist von selbst klar, dass es sich mit der Grösse Z 

^ ganz eben so verhält, wie mit y, 
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n&mlleh dass dieses Integral, wenn der Fwakt 0 sieh in der 
ersten Ooordinatenaze dem Punkte P unendlich nähert, einerlei 
Grenzwerth hat, die Annftherung mag auf der positiven oder 
auf der negativen Seite stattfinden, und dass dieser Grenzwerth 

/TÄcd«? . 

zugleich der Werth von ßj fttr = 0 ist, insofern 

man zuerst nach c integrirt. 



18. 

hV hV hV 

£rwigen wir nun, dass die Grdssen — , — , — in allen 

o.r öy öz 

Punkten des ßaumes, die nicht ia der Fläche selbst liefen. iin~ 
bedingt einerlei sind mit X, Y, Z, und dass V sich überall 
nach der Stetigkeit ändert, so lässt sich aus den in dem vorher- 
gehenden Artikel gefundenen Resultaten leiclit folgern, dass in 
unendlich kleiner Entfernung von P. oder für unendlich kleine 
Werthe von or, y, z, der Werth von / bis auf unendlich kleine 
Grössen höherer Ordnung genau ausgedrückt wird durch 

wenn x positiv ist, oder durch 

wenn x negativ ist, wo mit der Werth von V in dem Punkte 
F selbst, oder für .r = 0. y = o, 2 = 0 bezeichnet ist. Be- 
trachten wir also die W( i tlte von F'in einer durch P gelegten 
geraden Linie, die mit den drei Coordinatenaxen die Winkel 
By C macht, bezeichnen mit t ein unbestimmtes ötück dieser 
Linie und mit den Werth von t in dem Punkte P, so wird, 
wenn t — t'' unendlich klein ist, bis auf ein ünendlichkleines 
höherer Ordnung genau 

F<»-h (-X:** cos-4 + P C08.B H-Z» cos C:p 2jrÄ«co84, 
[28] das obere Zeichen für positive, das untere fttr negative 

Werthe von (t — t*] cos A geltend ^ oder es hat ^ in dem 

Ol 

Punkte P ftlr ein spitzes A zwei verschiedene Werthe, nämlich 

X**cos^ -h y^cosi^ -}- Z^'cosC — 27r^«cos^ und 
X^cos^ -j- y«co3^-|- Z^cosC-i- 2frÄ<'co3^, 

je nachdem ht als positiv oder als negativ betrachtet wird. Für den 
Fall, wo A ein rechter Winkel ist, also die gerade Linie die 
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FUtche nur berttlurt, fallen beide Anadrflekt sneanimen, and es 
wird 

— = yo^osB H- Z^eos C. 

0 t 

* 

Die bisher vorgetragenen Sätze sind zwar ihrem wesent- 
lichen Inhalte nach nicht neu, durften aber des Zusammen- 
hanges wegen als nothwendige Vorbereitungen zu den nachfol- 
genden UntersuchiiDgen nicht übergangen werden, in welchen 
eine Reihe neuer Lehi-sätze entwickelt werden wird. 



19. 

Es sei V das Potential eines Systems von Massen M\ M!\ 
M"\ .... die sich in den Punkten P', P", P"\ . . . befinden; v 
das Potential eines zweiten Systemi^von Massen m\, m \ m'\ . . . , 
die in den Punkten^', jo", p"\ . . . angenommen werden : femer 
seien V'\ V"\ ... die Werthe von V 'm den letztern Punkten, 
und t?', ij", f?"', . . . die Werthe von v in den Punkten P\ P ", 
P"\ . . . Man hat dann die Gleichen 

M'v ' 4- " -I- M"'v "' -l-ii. s. f. 
= I»' F' + m" V" -h m" V" -h u. s. f., 

die anch dnrclt ^JIfv=::2mF' ansgedrttckt wird, wenn nnbe- 
stimmt M jede Masse des ersten , m jede Masse des zweiten 
Systems Torstellt In der That ist sowohl S31v als 3m F* nichts 



anderes, als das Aggregat alier Combinatlonen — wenn q die 

gegenseitige Entfemnng der Punkte bezeichnet, in welchen neb 
die betreffenden Massen 3f, m befinden. 

Befinden sieb die Massen des einen Systems, oder beider, [89] 
nicht in discreten Punkten, sondern auf Linien, Flftcben oder 
in körperlichen Räumen nach der Stetigkeit vertbeilt, so behftlt 
'obige Gleichung ihre Gültigkeit, wenn man anstatt der Summe 
das entsprechend« Integral substituirt. 

Ist also z. B. das zweite Massensystem in einer FlAche so 
vertheiit, dass auf das Fläcbenelement d« die Masse kds kommt, 

so wird 2Mv = J^Vds, oder wenn ähnliches auch von dem 

ersten System güt, so dass das Flächcnelement dS die Masse 

KäS enthält, wird jKvd>S = fk V ds. Es ist von Wichtigkeit, 

in Be^ehnng auf letztem Fall zu bemerken, dass diese Glei- 
chung noch gtlltig bleibt, wenn beide Flächen coincidiren; der 
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Eflrze wegen wollen wir aber die Art» wie diese Erweiternng 
des Satzes strenge gerechtfertigt weiden kann , hier jetst sor 
nach ihren Hanptmementen andeuten. Es ist nftmlich nicht 
schwer nachzuweisen, dass diese beiden Integrale, insofern sie 
fdch auf Eine und dieselbe Fläche beziehen^ die Grenzwerthe 
von denen sind, die sich auf zwei getrennte Flächen benehen, 
indem man die EntCSsmnng derselben von einander nnendlich 
abnehmen lässt» zu welchem Zweck man nur diese beiden 
Flächen gleich nnd parallel anzunehmen braucht. Unmittelbar 
einleuchtond ist zwar ^ese Beweisart nur in sofern, als die vor- 
gegebene Fläche so beschaffen ist, dass die Normalen in allen 
ihren Pnokten mit Einer geraden Linie spitze Winkel machen. 
Eine Fläche, wo diese Bedingung fehlt (wie allemal, wenn von 
einer geschlossenen Fläche die Rede ist), wird zuvor in zwei 
oder mehrere Theile zu zerlegen sein^ die einzeln jener Be- 
dingung Genttge leisten, wodurch es leicht wird, diesen Fall auf 
den vorigen zurflckzuftthren. 

20. 

Wenden wir das Theorem des vorhergehenden Artikels auf 
den Fall an, wo das zweite Massensystem mit gleichförmiger 
Dichtigkeit k == \ auf einer Kugelfläche vertheilt ist, deren 
Halbmesser = B, so ist das daraus entspringende Potential v im 
Innern der Kugel constant = iicR; in jedem Punkte ausser- 
halb der Kugel, dessen Entfernung vom Mittelpunkte = r, wird 

V s= — , oder eben so gross, wie im Mittelpunkte das [30] 

Potential von einer in jenem Punkte angenommenen Masse iTtü'^; 
auf der Oberfläche der Kugel fallen beide Werthe von?? zusammen. 
Befindet sich also das erste Massensystem ganz im Innern der 
Kugel, so wird 2Mv äqual dem Producte der Gesamuitmasse 
dieses Systems in A7cR\ ist aber jenes Massensystem ganz 
ausserhalb der Kugel, so wird äqual dem Producte des 
Potentials dieser Masse im Mittelpunkte der Ku^el in 4.rA*2; 
ist endlich das erste Massensystem auf der Oberfläche der Kugel 

nach der Stetigkeit vertheilt, so sind iiiv JJCväS beide Aus- 
drücke gleich gültig. Es folgt hieraus der 

Lehrsatz. Bedeutet V das Potential einer wie immer ver- 
theilten Masse in dem Elemente einer mit dem Halbmesser R 
beschriebenen Kug^däohe d«, so wird, durch die ganze Kugel- 
fläche integrirt, 
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wenn man mit die «fanze im Innern der Kugel befindliche 

Masse, mit V'^ das PotciUiul der ausserhalb befindlichen Masse 
im Mittelpunkt der Kngel bezeichnet, und dabei die Massen, 
die etwa auf der OberflUclie der Kugel steti^: vertheilt sein 
mögen, nach Belieben den äussern oder Innern Massen zuordnet. 

21. 

Lehrsatz. Das Potential V Toa Massen, die sjlmintlich 
ausserhalb eines ansammenhängenden Raumes liegen, kann nicht 
in einem Theile dieses Raumes einen constanten Werth und 
zngleich in einem andern Theile desselben einen verschiedenen 
Werth haben. 

Beweis. Nehmen wir an, es sei in jedem Punkte des 
Baumes A das Potential eonstant = und in jedem Punkte 
eines andern an A grenzenden keine Hasse enthaltenden Raumes 
B (algebraisch) grOsser als n. Man constmire eine Engel, wo- 
von ein Theil In B, der flbrige Theil aber nebst dem IGttel- 
pnnkte in A enthalten ist, welche Gonstruction allemal mdg- 
Mch sein wird. Ist nun B der Halbmesser dieser Kugel, und 
d^ ein unbestimmtes Element ihrer Oberfläche, so ist nach 

dem Lehrsätze des vorigen Artikels y*Fd«=47rjß^a, und 

J^{V- — et] dÄ = 0, was unmöglich ist, da fttr den Theil der 
Oberfläche, welcher in A liegt, V — a = 0, und fttr den übrigen 
[ÄXjTheil derVoraussetzung zu Folgenicht= 0, sondern positivist. 

Auf ganz ähnliche Weise erhellet die Unmöglichkeit, dass 
in allen Punkten eines an A grenzenden Raumes V kleiner 
sei, als a. 

Offenbar nuisste aber wenigstens einer dieser beiden Fülle 
stattfinden, wenn unser Theorem falsch wäre. 
Dieser Lehrsatz enthält folgende zwei Sätze ; 

I. Wenn der die Massen enthaltende Kaum schalenförmig 
einen massenieeren Kaum umschliesst, und das Potential in 
einem Theile dieses Eaumes einen constanten Werth hat, so gilt 
dieser für alle Punkte des ganzen eingeschlossenen Kaumes. 

II. Wenn das Potential der in einen endlichen Kaum ein- 
geschlossenen Massen in irgend einem Theile des iuissern Raumes 
einen constanten Werth hat, so gilt dieser für den ganzen un- 
endlichen äussern Raum. 

Zugleich erhellet leicht, dass in diesem zweiten Fall der 
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coBStante WerÜi des Potentials kein anderer als 0 sein kann. 
Denn venn man mit M das Aggregat aller Massen, falls sie 
sämmtlich einerlei Zeichen haben , oder im entgegengesetzten 
Fall das Aggregat der positiven oder der negativen Massen 
allein, je nachdem jene oder diese überwiegen, bezeichnet, so 
ist das Potential in einem Punkte, dessen Entfernung von dem 
nächsten Massenelemente = r ist, jeden&lls absolut genommen 
M 

kleiner als welcher Bruch offenbar im äussern ßaume kleiner 
als Jede angehlieke Grösse werden kann. 



22. 

Lehrsatz. Ist das Element einer einen zusammen- 
hängenden endlichen Raum begrenzenden Fläche, P die Kraft, 
welche irgendwie vertheilte Massen in d^ in der zur Fläche 
normalen Richtung ausüben, wobei eine nach innen oder nach 
aussen gerichtete Kraft als positiv betrachtet wird, je nachdem 
anziehendi' oder abstossende Massen als positiv gcitcu : so wird 
daö Über die ganze Fläche ausgedehnte Integral 

wenn M das Aggregat der im Innern des Raumes befindlichen, 
M' das der auf der Oberdäche nach der Stetigkeit vertheilten 
Massen bedcnten. 

[32] i'>eweis. Bezeichnet man mit Udu denjrniiren Theil 
von P. welelier von dem Massenelemente liei rühit, mit 
r die Entfenning des Elements d« von d«?. und mit u den 
Winkel, welchen in ds* die nachi Innen gerichtete Normale mit 

cos tl 

r macht, so ist 27= — —. Es bt aber in Besiehnng auf jedes 

bestimmte dfi vennOge eines in der Theoria Aitracttonis corpo" 
tum sp/iaeroidicarum ellipdcorum Art. 6 bewiesenen Lehr* 

/cos u 
—pr~ • ds = 0, 2 7t oder 4 /r, jenachdem d ausserhalb 

des durch die Fläche begrenzten Ranmes« in der Fläche selbst, 
oder innerhalb jenes Raumes liegt. Da nun J*Pd8 dem Gesammt- 

betrage aller du .Jc/ds gleichkommt, so ergiebt sich hieraus 
unser Theorem von --elbst. 

Tn Beziehung auf den hier benutzten Ilülfssatz muss noch 
bemerkt werden, dass derselbe in der Ge^tnlt. wie er a. a. 0. 
ausgesprochen ist, ftlr einen specieileu Fall einer Modifioation 
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bedarf. Es bedeutet nämlieli r die Entfernuno: eines gegebenen 
I^unktes von dem Elemeute d^, und für deu Fall, wo dieser 

/cos u 
"TT" ' ^* 

= 2 7t nur insofern richtig, als die Stetigkeit der Krümmung 
der Fläche in dem Punkte nicht verletzt wird. Eine solche 
Verletzung findet aber statt, wenn der Punkt in einer Kante 
oder Ecke liegt, und dann miiss anstatt Ire der Inhalt der- 
jenigen Figur gesetzt werden, welclie durch die sämmtlichen von 
da ausgehenden, die Fläche tangirtinden geraden Linien aus 
einer um den Punkt als Mittelpunkt mit dem Halbmesser l be- 
schriebenen KugclflJtrhp ausge^rliieden wird. Da jedoch solche 
Ausnahmsfälle nur Linirii oder Punkte, also nicht Theile der 
Fläche, sondern nur .StIk idun^so^renzen zwischen Theilen be- 
treffen, so hat dies otff iibar auf die von dem Hüifmtxe hier ge- 
machte Anwendung gar keinen Einfluss. 



23. 

Wir legen durch jeden Punkt der Fläche eine Normale und 
bezeichnen mit p die Kntfernnnsr oines unbestimmten Punktes 
derselben von dem in die Fläche selbst gesetzten Anfangspunkte, 
[33j auf der innern Seite der Fläche als positiv betrachtet. Das 
Potential der Massen V kann als Function von p und zweien 
andern veränderlichen Grössen betrachtet werdeu, die auf irgend 
welche Art die einzelnen Punkte der Fläche von eiii.i inler unter- 
scheiden, und eben so verhält es sich mit dem partiellen Bifife- 

rentialqaotieiiten*-^, dessen Werth hier aber nur f&r die in die 

Fläche selbst fallenden Punkte, oder für = 0 in Betracht ge- 
zogen werden soll. Da dieser mit P völlig:;- L'"loirhhedeutend ist, 
wenn Massen sich nur in dem innern Kaumc , oder in dem äussern, 
oder in beiden befinden, keine Masse aber auf der Fläche selbst 
vertheilt ist, so hat man in diesem Falle 

^ . d« = ^TtM, 

In dem Falle hingegen, wo die ganze Masse bloss anf der 
Fläche selbst yerfheilt ist. so dass das Element die Masse 

k^s erhält; bleiben nicht mehr gleichbedentend; 

letztere Qrdsse stellt hier offenbar in Besiehnng auf dasselbe 

Ostwald*» KlftBBiker. 2. 3 
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vor, was in Beziehmig auf xim 15. Artikel; ^ hingegoD 

bat zwei versduedene Werthe, nämlich P — 2 7t k und P-{-2itk, 
jeoachdem hp als positiv oder als negativ betrachtet wird. Da 

ttnn J'Ms offenbar der ganzen auf der FlJlohe vertbeilten Haase 

M' gleicb, nnd gemäss dem Lebrsatze des vorbergebenden Artikels 

JPds==27tM' wird; ao iiat mau 

y^^ - d* = 0 oder • 47vM't 

hV 

je nachdem für -— der auf der innern oder auf der äussern 

dp 

Seite der Flftcbe geltende Werth ftberall verstanden wird, nnd 

— • d« im erstem 

Falle genau eben so, als wenn die Masse M' zum Anssern 
Baume, im zweiten, als ob sie zum Innern Räume gebörte. 
Es gilt daber, bei irgendwie vertbeüten Massen, die Glei- 

— ' ds^-ifcM allgemein in dem Sinne, dass M [34] 

die im Innern Baume entbaltene Masse bedeutet, woblverstanden, 
dass, wenn auob auf der Oberfläcbe selbst stetig vertbeilte 
Massen sieb befinden, diese den Innern zngerecbnet, oder davon 

ausgeschlossen werden mttssen, je nacbdem man für -r— den auf 

die Aussenseite oder auf die Innenseite sich bezieheuden Wer iL 
gewählt hat. 

Sind demnach im Innern des Raumes gar keine Massen ent- 
halten, so ist, wenn jedenfalls unter der auf die Innenseite 

sieb beziehende Werth verstanden wird, / — - d« sss 0. 



24. 

Unter denselben Voraussetzungen, wie am Scblnss des vor- 
gebenden Artikels, und indem wir dra in Rede stehenden Baum 
mit T, und die in dem Elemente dT desselben durch die ausser- 
halb des Raumes oder auch nach der Stetigkeit in der Oberiftobe 
vertbeüten Massen entspringende ganze Kraft mit q bezeichnen, 
haben wir folgenden wichtigen 



Digitized by Google 



Allgemeine Lehrsätze. 



35 



Lehrsatz. £s ist 



wenn das erste Integnd Aber die ganze Fläche, das zweite durch 
den ganzen Ranm T ausgedehnt wird. 

Beweis. Indem wir rechtwinklige Ceerdinaten Xy y, z ein- 
fuhren, betrachten wir znvdrderst eine der Aze der z parallele, 
den Raum T schneidende gerade Linie, wo also z eonstante 
Werthe haben. Ans der identischen Gleichnng 



folgt, daas das Integral 



dnrch dasjenige Stttck jener geraden Linie ansgedehnt, welches 
innerhalb jT fällt, der Differenz der beiden Werthe von 

6X 

[35' am Anfangs- und Endpunkte gleich wird, insofern die ge- 
rade Linie die Grenzfläclie nur zweimal schneidet, oder allge- 

mein = ^€ K — , indem fär F— die einzelnen Werthe in den 

verschiedenen Diircliscliuittspimkten gesetzt werden und t in 
den ungeraden Durchschuittspunkten (dem ersten, dritten u. s. f.) 
= — l , in den geraden = -|- 1 . Betrachten wir ferner längs 
dieser geraden Linie den prismatischen Raum, wovon das Recht- 
eck dy . ein Querschnitt, also . . d^; ein Element ist, so 
wird das Integral 



ansgedehnt dnrch denjenigen Thdl von 7, welcher in jenen 

prismatischen Raum lallt, = ^^V-^ . dy . d;s. Dieses Prisma 

scheidet ans der Qrenzfliche zwei, oder allgemein eine gerade 
Anzahl von Stocken aus, nnd wenn jedes derselben mit d« be- 
zeichnet wird, mit $ hingegen der Winkel zwischen der Aze 
der X nnd der nach innen gerichteten Normale anf ds, so ist 
dy . dz SS dz cos 1 . d«, das obere Zeichen ftr die ungeraden, 
das untere fftr die geraden Dnrchschnittspnnkte genommen. Es 
wird folglich das obige Integral 

8* 
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a= — 2V-r— • cos g • asy 

wo die Suiiniiutiüii sicli auf sänmitlielie hetretiende Flächen- 
eltüiL'utc bezieht. Wird nun der gauze Kaum 2' in lauter solche 
prismatisclir Kh^meote zerlegt, so werden auch die sämmtlichen 
correspondifendeu Theile der Fläche diese ganz eröchöpfen, 
and mitbin 

sein, indem die erste Integration durch den ganzen Raum die 
zweite Aber die- ganze Fl&ehe erstreckt wird. Offenbar ist nun 

cos ^ gleich dem partiellen Diflereutialqnotienten — , indem p 

die im Art. 23 festgelegte Bedeutung hat, und x als Fnnctioii 
yo}k p und zwei andern TerAnderlichen, did einzelnen Punkte der 
Fläche von einander unterscheidenden Grossen betraehtet wer- 
deu kann, folglich 

Es ist übrigens von selbst klar, dass in dem Falle, wo die 
Fläche selbst Hassen enthftlt, und also — zwei verschiedene 

QX 

Werthe hat. hier immer der auf den inueru Raum sich beziehende 
zu verstehen ist 

Durch ganz Ahntiehe Behlftsse findet man 

Addirt man nun diese drei Gleichungen zusammen und er* 
wägt, dass im Baume T 

hx^ dy« d«* "~ ^' 

ß F\2 ß r\2 ßV\ 

und an der Grenzfläche 

hx hp hy hp bp dp' 
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so erhält man /* q^dT=s — Jv ~ • d«, welehes unser Lehr- 
satz selbst ist, der unter 7.u7^('h^u^g des letzten Satzes des vor- 
hergehendeu Artikels uock aligemeiner sich so ausdrücken lässt 

wenn A eine beliebige constante Grosse bedeutet. 



25. 

Lehrsatz. Wenn unter denselben Voraussetzungen, wie 
5m vorherfrebenden Artikel, das Potential V in allen Punkten 
der Grenzfliiclie des Kaiinies T einerlei Werth bat. so gilt dieser 
Werth auch für sämmtliclie Punkte des Kaumes ^37] selbst, und 
es findet in dem ganzen Kanme T eine vollständige Destruction 
der Kräfte statt. 

Beweis. Wenn in dem erweiterten Lehrsatze des vorher- 
gehenden Artikels für A der constante Grenzwerth des Poten- 
tiale avgenonimen wird, so erhellet, dass J'q^dT^O wird, also 
nothwendig o in jedem Punkte des Raumes Tf mithin aneh 




0, and folglich V im ganzen ßaiune 



T eoBStant. 



26. 

Lehrsatz. Wenn von Massen, welche sich bloss innerhalb 
des endlichen Raumes T. oder auch, ganz oder theil weise nach 
der Stetigkeit verthcilt. auf dessen Obertiäche S befinden, das 
Potential in allen Punkten von 6' einen constanten Werth - A 
hat, so wird das Potential in jedem Punkte O des äussern un- 
endlichen Kauuios T' 
erstlich, wenn A = 0 ist, gleichfalls = 0, 
zweiten^, wenn A nicht = 0 ist, kleiner als A und mit dem- 
selben Zeichen wie A behaftet sein. 

Beweis. L Zuvörderst soll bewiesen werden, dass das 
Potential in 0 keinen ausserhalb der Grenzen 0 und A fallen- 
den Werth haben kann. Nehmen wir an, es finde in O ein sol- 
cher Werth B für das Potential statt, und bezeichnen mit C eine 
beliebige, zugleich zwischen B und 0 und awischen B und A 
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fallende Grösse. Indem maD von O nach allen Richtungen ge- 
rade Linien ausgehen lässt, wird es auf jeder derselben einen 
Pankt 0' geben, in welchem das Potential = C wird, und zwar 
so, dass die ganze Linie 00' dem Räume T' angehört. Dies 
folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der Aenderung des Potentials, 
welches, wenn die gerade Linie hinlänglich fortgesetzt wird, 
entweder von B in A übergeht, oder unendlich abnimmt, je- 
naelidem die gerade Linie die Fläche trifft oder nicht (veigl. 
die Bemerkung um Schlüsse des 21. Artikels . Der Inbegriff 
aller Punkte O' bildet dann eine geschlossene Flüche, und da 
das Potential in derselben constant = C ist, so muss es nach 
dem Lehrsatze des vorhergehenden Artikels denselben Werth 
in allen Punkten des von dieser Fläche [38] eingeschlossenen 
Raumes haben, da es doch in O den von C verschiedenen Werth 
B hat. Die Voraussetzung führt also nothwendig auf einen 
Widerspruch. 

Fllr den Fall ^ = 0 ist hierdnreli unser Lehrsatz vollständig 
bewiesen ; für den zweiten Fall, wo A nicht = 0 ist, soweit, dass 
erheUet, das Potential könne in keinem Punkte von T' grosser 
als oder mit entgegengesetztem Zeichen behaftet sein. 

II. Um fät den zweiten Fall unsem Beweis yollstilndig zu 
machen, beschreiben wir am O als Mittelpunkt mit einem Halb- 
messer der kleiner ist als die kleinste Entfernung des Punktes 
0 Ton Sf eine Eugelfläche, zerlegen sie in Elemente d^, und 
bezeichnen das Potential in jedem Elemente mit V; das Poten- 
tial in O soll wieder mit B bezeichnet werden. Nach dem Lehr- 
sätze des 20. Artikels wird dann das Uber die ganze Kugelfl&che 
ausgedehnte Integral 

fVds = AttR'^B, und folglich /( B) ds = 0. 

Diese Gleichheit kann aber nur bestehen , wenn V entweder in 
allen Punkten der Kugelfläche constant = B oder wenn V in 
verschiedenen Theilen der Kugelfläche in entgegengesetztem 
Sinne von B verschieden ist. In der ersten Voraussetzung würde 
nach Art. 25 das Potential im ganzen innern Kaumo der Kugel 
und daher nach Art. 21 im ganzen unendlichen Räume T' con- 
stant, und zwar = 0 sein müssen, im Widerspruche mit der 
Voraussetzung, dass es an der Grenze dieses Raumes, auf der 
Fläche S, von 0 verschieden ist, und der Unmöglichkeit, dass 
es sich von da ab sprungweise ändere. Die zweite Voraus- 
setzung hingegen würde mit dem unter L Bewiesenen im Wider- 
spruch stehen . wenn B entweder = 0 oder = A wäre. Es 
muss daher nothwendig B zwischen 0 und A fallen. 
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27. 

Lehrsatz. In dem Lehrsntze des vorhergehenden Artikels 
kanu der erste Fall, oder der Werth <) des coiistanten Potentials 

nur dann stattfinden, wenn die Summe aller Massen selbst 
= 0 ist, und der zweite nur dann, wenn diese Summe nicht 
= 0 ist. 

Beweis. Es sei d^- das Element der Oberfläche irgend einer 
den Raum T einschliessenden Kugel , Ii ihr Halbmesser , [39] 
M die Summe aller Massen und V deren Potential in d«. Da 

nach dem Lehrsatze des 20. Artikels das Integral J VdiS— i/rJiM 

wird, im ersten Falle oder für A=^0 aber nach dem vorher- 
gehenden Lehrsatze das Potential V in allen Punkten der Kugel- 
iiäche — 0 wird, im zweiten hirijregen kleiner als A und mit 
demselben Zeichen behaftet, so wird im ersten Fall A tliM 
— 0. also J/" 0, im zweiten hingegen 4/ri^3/und also auch 
M mit demselben Zeichen behaftet sein mtlssen wie A. 7a\- 
gleich erhellet, dass in diesem zweiten Falle 4 ttÄJ/ kleiner 

sein wird, 9k& jA^s oder A/tW^A, mithin M kleiner als MA^ 

oder A grösser als -g-. 

Der zweite Theil dieses Lehrsatzes, in Verbindung mit dem 
Lehrsatze des vorhergebenden Artikels, kann offenbar aneh anf 
folgende Art ansgesprocben werden : 

Wenn von Massen, die in einem von einer geschlossenen 
Fliehe begrenzten Ranme enthalten, oder anoh theilweise in 
dier Flftehe selbst stetig vertheilt sind, die algebraisehe Summe 
= 0 ist, nnd ihr Potential in allen Punkten der Fläche einen 
oonstanten Werth hjst, so wird dieser Werth nothwendig selbst 
^ 0 sein zugleich ftlr den ganzen nnendtichen äussern Baum 
gelten, und folglich in diesem ganzen äussern Baume die Wir- 
kung der Kräfte aus jenen Massen sich vollständig destruiren. 

28. 

Man wird sieh leicht überzeugen, dass sämmtliche SclilllBse 
der beiden vorhergehenden Artikel ihre Gflltigkeit behalten, 
wenn S eine nicht geschlossene Fläche ist und Se Massen bloss 
in derselben enthalten sind. Hier fällt der Baum T ganz weg ; 
alle Punkte, die nicht in der Fläche selbst liegen, gehören dem 
unendlichen äussern Baume an, und wenn das Potential in der 
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Fläche überall den conataiiten von u verschieclenen Werth A 
hat, wird es ausserlialb derselben überall einen kleinern Werth 
haben, der dasselbe Zeichen hat. 

Da?i auf den ersten Fall, ^ = 0, Bezügliche bleibt zwar 
auch hier walir, aber inhaltleer, da in diesem Fall ^as Potential 
Vin allen Punkten des liaumes = 0 wird, mithin auch [40] 

libenll — = 0, wenn t irgend eine gerade Linie bedeutet, 

Ol 

woraus man leicht nach Art. IS schliesst, dass die Dichtigkeit 
in der Fläche überall = 0 sein muss, also die Fläche gar keine 
Massen enthalten kann. 

Diese letztere Bemerkung gilt übrigens allgemein, wenn die 
Massen bloss in der Fläche selbst enthalten sein sollen, auch 
wenn sie eine geschlossene ist d i offenbar nach dem Lehrsatz 
des 25. Artikels der Werth des Potentials in diesem Fall ancb 
in dem ganzen innem Räume = 0 sein wird. 

29. 

Ehe wir zn den folgenden Untersnchnngen fortschreiten, ia 
denen Masseni nach der Stetigkeit in einer Fläche yertbeilt, eine 
Hauptrolle spielen, mnss eine wesentliehe bei der Vertbeihing 
stattfindende Verscbiedenbeit bervorgebobea werden, indem- 
nämlieb entweder nur Massen von einerlei Zeichen (die wir der 
Kfirze wegen immer als positiv betraebten werden) zugelassen 
werden, oder auch Massen von entgegengesetzten Zeichen. Ist 
eine Masse 31 auf einer Fläebe so yertheUt, dass auf jedes Ele- 
ment der Fläche d« die Masse md« kommt, wo also nach nnserm 

bisherigen Gebranehe tn die IMebtigkeit genannt, nnd /md«, über 

die ganze Fläche ausgedehnt, = M wird, so nennen wir dies 
eine gleichartige Vertheilung, wenn m tiberall positiv, oder 
wenigstens nirgends negativ ist; wenn hingegen in einigen 
Stellen tn positiv, in andern negativ ist, so soll die Vertheilung 
eine ungleichartige Vertheilung heissen, wobei also 3/ nur die 
algebraische Summe der Massentbeile, oder der absolute Unter- 
schied der positiven nnd der negativen Massen ist Ein gans 
specieller Fall nngleicbartiger Vertheilnng ist der, wo Jlf = 0 
wird, und wo es freilich anstOssig scbeinen mag, sieb des Ans- 
dmcks, die Masse 0 sei Uber die Fläche vertbeilt, noch zu be- 
dienen. 
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30. 

Es ist Ton selbst klar, dass, wie auch immer eine Masse Jf 
Uber eine Fliehe gleichartig vertbeilt sein mdge, das daraus 
[41] entspringende überall positive Potential V in Jedem Punkte 

M 

der Fläche grösser sein wird, als wenn r die grösate Ent- 
fernung zweier Pnnkte der Fläebe von einander bedentet : diesen 
Werth selbst könnte das Potential nnr in einem Endpunkte der 
Linie r haben, wenn die ganze Masse in dem andern Endpunkte 
eoneentrirt wäre, ein Fall, der hier gar nicht in Frage kommt, 
indem nnr von stetiger Yerthellung die Bede sein soll, wo jedem 
Elemente der Flache d« nnr eine nncflidticb kleine Masse md« 

entspricht. Das Integral J'Vm^s, über die ganze Fläche aiis- 

/M 
— md« oder — , 

nnd so mnss es nothwendig eine gleichartige Vertheilungsart 
geben, fflr welche jenes Integral einen Minimumwerth hat. Es 
mag nun hier im Voraus als eines der Ziele der folgenden Unter- 
snchungen bezeichnet werden, zu beweisen, dass bei einer sol- 
chen Vertheiinng, wo J'Vm^s seinen Minimnmwerth erhält, das 

Potential F^in jedem Punkte der Fläche einerlei Werth haben 
wird, dass dabei keine Theile der Fläche leer bleiben können, 
nnd dass es nnr eine einzige solche Vertheilnng giebt. Der Ettrae 
wegen wollen wir aber die Untersuchung schon von Anfang an 
in einer weiter umfassenden Gestalt ans&hren. 



31. 

Es bedeute U eine Grösse, die in jedem Punkte der Fläche 
einen bestimmteu eudlichen, nach der Stetigkeit sich ändernden 
Werth hat. Es wird dann das Integral 

über die ganze Fläche auagedehnt, zwar nach Verschiedenheit 
der gleichartigen Vertheilung der Masse M sehr ungleiche 
Werthe haben können; allein oflfenbar muss für Eine solche 
Vertheilungsart ein Minimnmwerth dieses Integrals stattfinden. 
Es soll nun ein Beweis gegeben werden für den 
Lehrsatz, dass bei solcher Vertheilungsart 
1. Die Diilerenz V — P= W tiberall in der Fläche, wo 
sie wirklich mit Theilen von M belegt ist, einen constanten 
Werth haben wird; 
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f42] 2. dass, falls Theiie der Fläche dabei nnbelegt bleiben, 
IV in denselben grösser sein muss, oder wenigstens nicht kleiner 
sein kann, als jener constante Werth. 

L Zuvörderst soll beviesen werden, dass, wenn anstatt einer 
VertheHnngsweise eine andere, nnendlich wenig davon ver- 
schiedene angenommen wird, indem m + ^ xi die Stelle von 
m gesetzt wird, die daraus entspringende Variation von 52 durch 

2f IVf^iäs ausgedrückt werden wird. 

In der That ist, weim wir Äe Variationen von £2 und V mit 

d£2 und d V bezeichnen, 

V. md« + /( F— tU)n^8. 

Alleiii ziiofleich ist föV. jikXs — f rnds, wie leicht aus dem 

Lehrsatze des 19. Artikels erhellet, indem (^F'nichts anders ist, 
als das Potential derjenigen Massenverthcilung, wobei ^ die 
Dichtigkeit in jedem Fliichenelemente vorstellt und also , was 
liier V. m, ÖV, f.i ist, dort für V, A", k angiuiommen werden 
kann, so wie d* zugleich für d^S" und d^. Es wird folglich 

II: Offenbar sind die Variationen /x allgemein an die Be- 
dingung geknüpft, dassy>« dfi = 0 werden muss; für die gegen- 
wärtige Untersuchung aber auch noch an die zweite, dass in 
den unbelegtenTheilen der FlAche, wenn solche vorhanden sind, 
nicht negativ sein darf^ weil sonst die Vertheilung aufhören 
würde, eine gleichartig zn sein. 

III. Nehmen wir nun an, dass bei einer bestimmten \ er- 
theilung von ^[ ungleiche Werthe der Grösse W in den ver- 
schiedenen Theilen der Flüche stattfinden. Es sei A eine 
Grösse, die zwischen den ungleichen Werth en von TF liegt; P 
das Stück der Fläche, wo die Werthe von W grösser, Q das- 
jenige, wo sie kleiner sind, als A \ es seien ferner/», q gleich 
grosse Stücke der Fläche, jenes zu P, dieses zn Q gehörig. 
Dies vorausgesetzt, legen wir der Variation von m überall m p 
den Constanten uegiitlven Werth // = — Vyin q hingegen überall 
den positiven // = r, und in allen übrigen Theilen der Fla( lie den 
Werth 0 hei. Oftenbar wird hierdurch der ersten Bedingung in 
II Genüge geleistet; die zweite hingegen wird noch erfordern, 
dass/? keine unbelegten Theiie enthalte, [43] was immer bewirkt 
werden kann, wenn nur nicht das ganze Stück P unbelegt ist. 

Der Erfolg hiervon wird aber sein, dass öil einen negativen 
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Werth erhält, wie man leicht sieht, wenn man diese Variation 

in die Form 2/(TF — A]fids setzt. 

Es erhellet hieraus, dass, wenn bei einer gegebenen Ter* 
theilung entweder in dem belegten Stftcke der Fläche ungleiche 
Werthe von W vorkommen, oder wenn, bei stattfindender 
Gleichheit der Werthe in dem belegten Stücke, kleinere in dem 
nichtbelegten Theile angetroffen werden, durch eine abgeänderte 
Vertheilung eine Verminderung von ß erreicht werden kann, und 
dass folglich bei dem Minimnmwerthe nothwendig die in obigem 
Lehrsatze ansgesprochenen Bedingungen erfüllt sein müssen. 

32. 

Wenn wir jetzt für unsern speciellern Fall (Art. 30 1, wo 
ZT= 0 ist, also Tf " das blosse Potential der auf der Fläclic ver- 
theilten Masse, und Q das integral fV^n^s bedeutet, mit dem 

Lehrsätze des vorhergehenden Artikels den im 28. Artikel an- 
gefahrten verbinden» so folgt von selbst, dass bei dem Minimum- 
werth von fV md« die Fläehe gar keine nnbelegten Theile haben 

kann ; denn sonst würde, auch wenn die ganze Flftehe eine ge- 
schlossene ist, der belegte Theil eine nngeschlossene und hin- 
siehtlich derselben der nnbelegte Theil als dem ftnssern Ranme 
angehörig zu betraehten sein, mithin darin nach Art. 28 das 
Potential 4hien kleinem Werth haben mttssen als in der belegten 
Fläche, während der Lehrsatz des vorhergehenden Artikels 
einen kldnem Werth ansschtiesst. 

Es ist also erwiesen, dass es eine gleichartige Vertheilung 
einer gegebenen Masse Uber die ganze Fläche giebt, wobei kein 
Theil leer bleibt, und woraus ein in allen Punkten der Fläche 
gleiches Potential hervorgeht. Was zum vollständigen Beweise 
des im 30. Artikel aufgestellten Lehrsatzes jetzt noch fehlt 
nämlich die Nachweisung, dass es nur Eine dies leistende Yer- 
theilungsart geben kann, wird weiter unten als Theil eines all- 
gemeineren Lehrsatzes erseheinen. 

Dass, wenn der Minimumwerth fflr fVm^iS stattfinden [441 

soll, kein Theil der FUiclie uubelcgt bleiben darf kann offenbar 
auch so ausgedrückt werden : Bei jeder Vertheilung, wobei ein 

endliches Stück der Fläche leer bleibt, erhält das Integral / Vm^ 

einen Werth, der den Minimumwerth um eine endliche Differenz 
übertrifft. 
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33. 

Der eigentliche Hauptnerv der im 31. Artikel entwickelten 
Beweisführung beruht auf der Kvidenz, mit welcher die Existenz 
eines Minimumwerths für Q unmittelbar erkannt wird, solange 
man sich auf die gleichartigen Vertheilungen einer gegebenen 
Masse beschränkt. Fände eine gleiche Evidenz auch ohne diese 
Beschränkung statt, so würden die dortigen ßchltlsse ohne 
weiteres zu dem Resultate führen, dass es allemal^ wenn nicht 
eine gleichartige, dock eine ungleichartige VertheHung der 
gegebenen Masse gieht, für welche W^V — U in aUen 
Punkten der Fläche einen cmstmten Werth erhält, indem 
dann die zweite Bedingung (Art. 31.11) wegflUIt. AUdn d& 
jene Eridenz verloren geht, sobald wir die. Beaehrftnknag anf 
gleiehartilge Vertheilungen fallen lassen, so sind wir genöÜugt, 
den strengen Beweis jenes wichtigsten Satzes nnserer ganzen 
Untersnehnng aaf einem etwas ktLnsflichem Wege zn snehen. 
Der folgende scheint am einfachsten znm Ziele zn führen. 

Wir betrachten znnSchst drei Terschiedene Massenverthei* 
lungen, bei welchen wir anstatt der unbestimmten Zeichen für 
Dichtigkeit m und Potential V folgende besondere gebrauchen : 

I. w = :m^ V= F*, 
II. m m ', F= V, 

III. 7?l = U. V — P. 

Die Vertheilung I ist diejenige gleichartige der positiven Masse 
Mf für welche J Vmäs seinen Minimumwerth erhält. 

II ist die gleichartige Vertheilung derselben Masse M, für 
welche y* [V — 2€Ü)mä8 seinen Minimumwerth erhält , wo e 
einen beliebigen constanten Coefficienten bedeutet. 

III hängt so von I und II ab, dass fi ^ , und ist 

also eine ungleichartige Vertheilung, in welcher die Gesammt> 
masae = U wird. 

[45] Es ist nun nach dem im 3 1 . Artikel Bewiesenen constant 
F** in der ganzen Fläche; V — fiZ7in der Fläche, so weit sie 
bei der zweiten Vertheilung belegt ist, und daher in demselben 

Stücke der Hfiche auch 9 — 17, weil v = . 

€ 

Ob in der zweiten Vertheilung die ganze Fläche belegt ist, 
oder ob ein grösseres oder kleineres Stück unbelegt bleibt, wird 
von dem Coefficienten £ abhängen. Da die zweite Vertheilung 
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in die erste übergeht» wenn € ^ 0 wird, so wird, allgemein zu 
xeden, das.fiir einen bestimmten Werth von e unbelegt gebliebene 
Stilek der Fläehe eich verengern, wenn «- abnimmt, nnd sieh 
sehen gw» littllen, ehe e den Werth 0 erreicht h#t. In singn- 
Uren F&llen aber kann es sieh auch se Terhalten, dass immer 
ein Stück unbelegt bleibt, so langß e yon 0 yerachieden ist und 
sieht das entgegengesetite Zeichen annimmt. Für nnsem Zweck 
ist es znreiehend, s nnondli^ klein anzunehmen , wo sich leioht 
nachweisen lässt, dass jedepfaUs kein endlichea Flächenstück 
«nbelegt bleiben kann. Denn im entgegengesetzten Falle würde 
nach der Schlussbemerkung des Art S2 das integral J'V'tn'ät 

um einen endlichen Unterschied grösser sein mflssen als fV^m^ds: 

wird dieser Unterschied mit 0 bezeichnet, ao ist der Unterschied 
der beiden Integrale 

welcher für ein unendlichkleines e einen positiven Werth behält, 

im Widerspruch mit der Voraussetzung, dass J^{V—2eU)mds 

in der aweiten Yertheilnng seinen Hinimumwerth hat. 

Man sehliesBt hieraus, dass, weun man in der dritten Ver'* 

tlieilung für ^ den Grenzwerth von , bei unendlicher 

Abnahme van annimmt, — CT in der ganzen Flüche einen 
constanten Werth hat. 

Bilden wir nun eine vierte Vertheilung, wobei m = m^+it* 
gesetzt wird, die ganze Masse also ssss M bleibt, so wird das 
daraus entspringende Potential s=s F"* + sein, mithin in der 
ganzen Fläche die Grösse 27um die constante Differenz F*^-{- 1? — U 
libertreffen, wodurch also der oben ausgesprochene Lehrsata er- 
wiesen ist. 



[46] 34. 

Es bleibt nocli flbrig". zu bewoison, dasR nur eine Vcrtheilungs- 
art einer gegebenen Masse M möglich ist, bei welcher V — U 
in der ganzen Fläche const^nt ist. In dpr That. g-alie es zwei 
verschiedene dies leistetule Vertheilungsarten, so würde, wenn 
man m und in der ersten mit m\ V\ in der zweiten mit m". 
V" bezeichnet, von einer dritten Massen vertheihing, in welcher 
m — m' — 7n' angenommen wird, das Potenttal ~ V — V" 
und folglich constant sein, and die Gesammtmasse = 0. Das 
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constante Potential müsste daher nach Art. 27 nothwendig = 0 
sein, und folglich nach Art. 28 auch nt! — rd' = 0, oder die 
beiden Vertheilungen identisch. 

Endlich muss noch erwähnt werden, dass es immer eine 
Massenvertheilung giebt, wobei die Differenz V — JJ einen ge- 
gehenen constanten Werth erhält. Bedeutet jiämlich a einen 
beliebigen coiistanten Coet'ficienteu, so wird, indem wir die Be- 
zeichnungen für die erste und dritte Vertheilnng im vorher- 
gehenden Artikel beibehalten, das l*otential derjenigen Vertkci- 
lung, wobei rn = a?n^ -\~ u angenommen wird, = a -\- ty 
sein, und di-m constanten Unterschiede a + t? — U durch 
gehörige Bestimmung des Coefticienten a jeder beliebige Werth 
ertheilt werden können. Die Gesammtmasse dieser Vertheilnng 
ist dann aber nicht mehr willkürlich, sondern = of 3i. üebri- 
gens erhellet auf dieselbe Art wie vorhin, dass auch diese Ver- 
theilungsbedingnng nur auf eine einzige Art erfüllt werden kann. 

35. 

Die wirkliche Bestimmung der Vertheilnng der Masse auf 
einer gegebenen Fläche für jede vorgeschriebene Form von U 
llbersteigt in den meisten Fällen die Krftfte der Analyse in ihrem 
gegenwärtigen Zustande. Der einfachste Fall, wo sie in nnsrer 
Gewalt ist, ist der einer ganzen Kugelfläche; wir wollen jedoch 
sofort den allgemeinem behandeln, wo die Fläche von der Kugel- 
flnche sehr wenig abweicht, and Grössen von höherer Ordnung, 
als die Abweichung selbst» vernachlässigt werden dtlrfen. 

Es sei jU der Halbmesser der Kugel, r die Enfernung [47] 
jedes Punktes im Räume von ihrem Mittelpunkte, u der Winkel 
zwischen r und einer festen geraden Linie, l der Winkel zwi- 
schen der durch diese gerade Linie und r gelegten Ebene und 
einer festen Ebene. Der Abstand eines nnbestimmten Punktes 
in der gegebenen geschlossenen Fläche vom Mittelpunkte der 
Kugel sei = M{i -f- yz), wo y ein constanter sehr kleiner 
Factor ist, dessen höhere Potenzen ▼emachlässigt werden, z 
hingegen eben so wie U Functionen von u und L 

Das Potential V der auf der Kugelfläche vertheilten Masse 
wird in jedem Punkte des äussern Raumes durch eine nach Po- 
tenzen von r fallende Reihe ausgedruckt werden, welcher wir 
die Form geben 

+ ^ (7) +^ (7) 
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in jedem Punkte des iimern Raames hiogegen durch die steigende 
Reihe 



Die Coefficienten -4®, A\ A" u. s. f. sind Functionen Ton u und 
welche bekannten partiellen Differentialgleichungen Gentige 
leisten (8. Besoltate 1838 S. 22), und eben so B\ B\ B" u. s. f. 
Auf der vorgegebenen Fläche soll nun das Potential einer ge- 
gebenen Function von u und k gleich werden, n&mlich V =17, 
also 



i -\- yz)' U. 



Nehmen wir also an, dass (1 + yz^ Um eine Keihe 

poj^p'^ p" p'" ^ g. V. 

entwickelt sei, dergestalt, dass die einzelnen Glieder P**, P', 
pn^ pnt ^ g £. gi0iQ]|f^i]g gedachten Differentialgleichnngen 

Genfige leisten, nnd erwftgen, dass die beiden obigen Belhen fftr 
das Potential bis znr Fläche selbst gfiltig bleiben mttssen, so 
erhellet, dass 

po ^ p' + p" 4. p'" 4. 8.f. 

^ A^iV-iryz -^^ A'[\ + ; r)— ^ 4- ^" ( l 4. j.^)— E -f- u. s. f. 
== B'>(i^yz)k-^B'[\ 4-7'j)2+Ä'\l-f-/s)l-hu.8.f. 

sein wird. Wir schUessen hieraus, dass, wenn man Grdssen [48] 
der Ordnung y vernachlässigt, P" + P' 4- P" -f- u. s. f. = 
A' '\- A' + u. 8. f. und also (da eine Function von «, 
A nur auf Eine Art in eine Reihe entwickelt werden kann, deren 
Glieder den erwähnten Differentialgleichungen Gentige leisten) 
P** = A\ P' 8= A\ P" ■= A" u. s. f. Eben so wird, Grössen 
der Ordnung y vemachlÄssigt, P*» = B% P' ^B,F" ^ B' 
n. s. f 

Setzt man also 

1-4» = P> + B" = P» — yd*», 
^Aä r=P'H-ya', B =-P' -yÄ', 
1-4" = P" H- K = P" ~ yft", 
U'"« P'"+ ya'", ^" = P'"— yd'" 

n. s. f . , 

wo offenbar auch a^, 0', a", a'" n. s.f., Imgleiehen d*^, h\ d", 
d'" n. s. f. den erwftbiiteB Diffsrentialgleichiingen Genfige leisten 
werden, and snbsÜtnirt diese Werthe in den obigen Gleichungen, 
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indem man dabei Grössen von der Ordnung vernachlÄssigt, 
so wird, iiaelidem mit y dividirt ist, bis auf Fehler von der Ord- 
nung y genau 

+ r -f- t^' ' + u. 8. f. 

= ^z[P' 4- 'sr + 5P" + 7P"' -H u. s. f.], 

l<^-j^ij' ^ h ' 4- i'" + ii.s.f. 
= l ^rpo 3P' 4- 5P"4- 7P'" 4- u. s. f.]. 

£s ist alao bis auf Fehler der Ordnung / genau, 

^ OB a% » a\ b"^€i' a. s. f. 
und fol^Uchf bis auf Fehler der Ordnung genau, 
(II) ^^P^-^yaf", B*^P' ---y a', BT P" — ya" u. s. f. 

Der Differentialquotieut -r— hat in der Fläche selbst zwei 

verschiedene Werthe, und der anf ein neg:atives ör oder auf 
die innere Seite sich beziehende tibertriflft den auf der äussern 
Seite geltenden um ArrmcQ^O^ wenn m die Diclitigkeit an der 
Durclibchnitt.>3ritelle und 0 den Winkel zwischen r und der Nor- 
male bezeichnet (Art. 13, wo A. X-"" dasselbe bedeuten, was 
hier r, 0. m sind). Man findet diese beiden Werthe, wenn man 
die beiden im Innern nnd äussern Räume geltenden Ausdrücke 
für V nach r differcntiirt und dann r =^ R {l yz) setzt. 
£s ist also der erste 

^^^^ + (1 + y ^) + 3^'" (1 + y^)' + ^- »• ^0 

und der zweite 

Wir haben also, wenn wir die Differenz mit + 
multipliciren, 

47rm jßeos^ . (i-^yz)^ 

^^•(i H-y2)-^4-2^'{i +^r)-t-4-3^"(i-f r^r ^• 

-\-B'[ \ -f-/;r)t 4-2F'(l +72)^4- 3 5"' ;i +;^z)^ -f-u.8.f. 

Snbstituiren wir hierin statt ^-1'^', A' \x. s. f. die Werthe aus (Ij, 
und statt Z^' u. s. w. die Werthe aus (II), und lassen weg, 
was von der Ordnung igt, so erhalten wir 

4 nmR^o^e . (l = + 3P' + 5P" + IP"' -h ». s. l- 

+ y[af* +-a' + «" + + n. s. f.) 
— 4y«{P» +ZP'+ 5P" + n. «. f.), 
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folglich, da die beiden letzten Reihen bi^ auf Grdsaen der Ord- 
nung /2 einander destruiren, 

womit die Aufgabe gelöset ist Anstatt (l -{'yz)~^ kann maB 
oaoh selneiben 1 • — lyzj und den Divisor cos 0 weglassen, in- 
sofern, wenigstens allgemein zu reden, & von der Ordnnng 
nnd atoo cos6^ von 1 nur um eine Grösse der Ordnung ver- 
sebiedenist 

Fttr den Fall einer Kngel, wo / =s 0, hat man in aller Schärfe 

m = (Po + 3P' H- 5P " + 7P"' + n. s. f.), 

indem -\- P' -j- P" + P'" + u. s. f. die Entwickelung von 
U selbst vorstellt. 



36. 

Die Grösse (T/ ist in den bislierlgim Untersiicliuiigen iiiibe- 
stimmt gebissen : die Anwendung derselben aut" den Fall, wo 
für L^das Potential eines gegebenen iMassensystems angenommen 
wird, bahnt uns nun den Weg zu folgendem wichtigen [50] 

Lehrsatz. Anstatt einer beliebigen gegebenen Massen- 
vertheilung 1), welche entweder bloss auf den innern von einer 
geschlossenen Fläche S begrenzten Kaum beschränkt ist, oder 
bloss auf den äussern Raum, lässt sich eine Massenvertheilung 
E bloss auf der Fläche selbst substituiren, mit dem Erfolge, 
dass die Wirkung von E der Wirkung von D gleich wird, in 
allen Punkten des äussern Raumes für den ersten Fall, oder in 
allen Punkten des innern Raumes für den zweiten. 

Es wird dazu nur erfordert, dass, indem das Potential von 
D in jedem Punkte von S mit Z7, das Potential von E hingegen 
mit V bezeichnet wird, in der ganzen Fläche für den ersten 
Fall V — Z7= 0, fttr den zweiten aber nur constant werde. 
Es wird nämlich — U das Potential einer Vertheilung D' sein, 
die der D entgegengesetzt ist [so dass an die Stelle jedes Massen- 
tbeils ein entgegengesetztes tritt), also V — das Potential 
der zugleich bestehenden Yerfheilungen D' nnd E\ die Wir- 
kungen daraus werden sieb folglich im ersten Fall im ganzen 
ftusserA Ranme, im zweiten im ganzen Innern destruiren (Artt. 
27 und 25), oder die Wirkungen von D nnd E werden in den 
betreffenden Räumen gleich sein. Uebrigens wird die ganze 

O^twald's Klassiker. 2. 4 
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Ifasse in £ fi&r den ersten Fall der Masse in D gleich sein, im 
zweiten aber wlllkttrlioli bleiben. 

DerLebraatz, welcher in der Intensitas vis magneticm S. 1 0 
angekündigt, nnd.aneh in der Allgemeinen Theorie des Erd- 
magnetismus an verBebiedenen Stellen angeführt ist, ersebelnt 
jetst als ein speoieUer Fall des Ider bewiesenen. 



37. 

Obgldcb, wie sehen im 35. Artikel bemerkt ist, die wirk- 
Uebe Tellstliiidige Ansmittelnng derVertbeilnng j^in den meisten 
Fftllen nnttberwindliebe 8ehwierigkeiten darbietet, so giebt es 
doch einen, wo sie mit grosser Leichtigkeit gesohehen kann, und 
der. hier noch besonders angeführt zu werden verdient. Dies 
ist 'nSmlieh der, wo CTconstani;, also iS'eine GleiehgewiehtsflS^be 
für das gegebene Massensystem D ist. Man sieht leicht, dass 
hier nnr Yon dem Falle die Rede zn sein brancht, wo D im Innern 
Banme angenommen wird, nnd nicht die Oesammtmasse = 0 ist, 
da sonst gar keine Wirknng da sein [51] würde, die durch 
eine Massenirertheilang anf S ersetzt zn werden branchte. 

Es sei 0 ein Punkt der Fläche 8, nnd r eine gerade Linie, 
welche die Flüche daselbst nnter rechten Winkeln schneidet, 
nnd In der Richtung von Innen naeh Aussen als wachsend be- 
trachtet wird; es sei ferner — C der Werth des Differential- 
ö U 

quotieuten — in 0, und m die Dichtigkeit, welche bei der 

Massenvertheilnng £ in O statthat. Der Differentialquotient 
hV 

wird in O zwei verschiedne Werthe haben; der anf die 

or 

flnssere Seite sicli beziehende wird, weil in der Fläche und im 
ganzen äussern Kaume V — U ist, dem Difierentialquotienten 

gleich, also =s — C sein; der anf die innere Seite sich be- 

or 

ziehende hingegen = 0, weil V in der Fläche und im ganzen 
innern Räume constant ist. Da nun aber der zweite Werth um 
^Ttm grösser ist als der erste, so haben wir ^jim =i C oder 

. Offenbar ist C nichts anderes, als die ans der 

Massenvertheilnng D entspringende Kraft, und hat mit der Ge- 
sammtmasse einerlei Zeichen. 
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Unter den gtnndlegenden Arbeiten der Poteniialtheorie ragen 
hinstehtÜch der Bedeutung, die eie Ittr die weitere Entwickelnng 
dieser Disciptin gehabt haben, zwei vor allen andern hervor, die 
hier nen abgedruckte Arbeit von Gauss nnd eine weiterhin zu 
erwfthnende Schrift von Green. Zwar waren eehon vor dem 
Erseheinen der allgemeinen Lehrsätze von G€ni8» verschiedene 
specielle Aufgaben ans jener Theorie gelM, insbesondere solche, 
welche die Anziehnng von Kugeln nnd Ellipsoiden betreffen. 
Auch waren, namentlich dnrch Laplace und Poisson^ die so- 
genannten charakteristischen Eigenschaften der KOrper- und 
Flächenpotentiale untersacht nnd die hauptsächlichsten diese 
Eigenschaften betreffenden Sätze anfgestelli Aber erst in der 
Gau8e'wh.ea Arbeit wurden die wichtigsten jener allgemeinen 
Sätze auf strenge und befriedigende Art abgeleitet. Diese Ab- 
leitung bildet den Inhalt der ersten 18 Artikel der allgemeinen 
Lehrsätze. Weiter aber fügte Gauss den bisher bekannten eine 
Anzahl neuer, durchweg wichtiger Sätze hinzu, von denen meh- 
rere noch jetzt als Gauss' sehe Sätze bezeichnet zu werden pfle- 
gen, so die Sätze in Artikel 20 und 2 1 und namentlich der letzte 
Satz (Art. 37), der gleichsam das Gebäude der allgemeinen Lehr- 
sätze krdnt. Der zuletzt genannte Satz ist indessen nur eine 
Folgerung ans dem Hauptresultat, welches in dem Nachweis 
besteht, dass es stets eine und nur eine Vertheilung einer ge- 
gebenen Masse tlber eine Fläche giebt, derart, dass das Poten- 
tial dieser Masse in allen Punkten jener Fläche vorgeschriebene 
Werthe annimmt. ^In Bezug auf die Ableitung dieses Satzes 
vergleiche man übrigens die Bemerkungen zu Artikel 31 — 34.) 

Ein Theil der von Gauss aufgestellten Sätze findet sich, 
allerdings auf ganz anderm Wege abgeleitet, in einer schon 
IS2S zu Nottingham gedruckten Schrift von George Green^ die 
den Titel führt »An Essay on the Application of Mathomatical 
Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism.« Doch 
blieb diese Schrift, die an Bedeutung der von Gauss nicht nach- 

4* 
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steht, bis zum Jahre 1840 völlig unbeachtet, selbst in England. 
Erst der Umstand, dass durch die Arbeit von Gauss daa Inter- 
esse der Mathematiker und Physiker in hervorragendem Maasse 
auf die Potentlaltlieorie gelenkt war, gab die Veranlassung^, dass 
die 6r'rt'i'«'sche Abliandlung durcli W. T/^owsow der Vergessen- 
heit entrissen und aufs neue in den Bänden 3 9, 41 und 4 7 des 
Cre/Z^'sehen Journals (1850, 1852, 1851i veröffentlicht wurde. 
(Kin dritter Abdruck der GVvyv^ sehen Arbeit tindet sich in dem 
Sammelwerk: Matheniatical Papers of the late George Gree/i; 
edited hy N. M. Ferrers, London 1871.) Auf Grund dieser 
Sachlage kann man die allgemeinen Lehrsätze von (iftvss als 
das Fundament bezeichnen, auf dem die lieutip-p l^otfmtialtkeorie, 
die erst seitdem sich zu einer selbständigen mathematischen Dis- 
ciplin entwickelt hat, aufgebaut ist. Diese Arbeit mussto daher 
in einer Sammlung von Klassikern dur exacten Wissenschaften 
eine hervorrag«'nde Stelle find^ni. uud das um so mehr, d:t ihr 
Inhalt sowohl in reui mathematischer Hinsicht, als wegin ^^^ iIl*>r 
physikalischen Anwenduns-Pii das erheblichste Interesse d.n hii tcf. 

Die Crt/^/s v'so.hen allgemt inon Lehrsätze erschienen zuerst in 
den Resultaten aus den Beobachtuuirt ii des magnetischen Vereins 
(einer von Gmtss und Weber in^, Leben irtru Ionen Vereinigung 
zu gleichzeitio-en Beobachtungen des ErdmugiietisTuusl im Jalire 
1839, Leipzig 1840. Sie wurden bald nachiier in das l'iaiizt)- 
sische (Liouville Journ. d. Math. VII. 1842^ und ins Englische 
(Tay/or's scientific memoirs 1842) fibersetzt uud später in Gauss* 
Werken Band V (Göttingen 18G7) aufs neue abgedruckt. Eine 
Anzeige seiner Arbeit hat Gauss selbst in den Göttinger gelehrten 
Anzeigen vom 20. März lS4n veröffentlicht; dieselbe ist bei den 
folgenden Beincrkunaen mitbenutzt. Dem vorliegenden Abdruck 
ist der oben erwähnte Originaldruck zu (^rnnde gelegt, doch 
ist die Schreibweise der Formeln insofern geändert, als die 
von Jarobi eingeftlhrte Bezeichnung der partiellen DifiTerential- 
quotieiiton durch runde ä durchweg benutzt und die nbliche 
Schreibweise der Potenzen auch bei den zweiten Potenzen ange- 
wandt ist. Ausserdem waren einige Druckfehler (z. B. p. 15 Z. 
3 V. u., p. 16 Z. 5 V. 0., p. 49 Z. 3 u. 6 des Originaldruckes) 
zu verbessern, und an einigen wenigen Steilen erschien auch die 
Aenderung der ( hlhographie wünschenswerth ; sonstige Verän- 
derungen des Textes sind nicht vorgenommen. 

Art. 1. Die hier benutzte Form des Gravitationsgesetzes, 

wonaoli die Anziehung = ^ ist, seizt eine Definition der Kraft- 
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cinheit, resp. Masseneinbeit Yoraus, die von de? in der Mecbanik 
üblichen abwelelit Das wdterhin angeftthrfe Gesets Uber die 
Wirkung des Siements eines galvanischen Stromes anf einen 
Magnetpol Ahrt naeh seinen Entdeckern den Namen Biot" 
Savarfseheti Gesetz. In Betreff der am Schlnss von Art. 1 in 
Aussieht gestellten Ansdehnnng der allgemeinen Lehrsätze anf 
die Wirkung zwischen galvanischen Strdmen nnd Kagneten hat 
Gauss nichts verdffentUcht. Einige diesen Gegenstand betreffende 
Notizen findet man in den Bmchstflcken »znr Elektrodynamik 
d^e ans Oauas^ Nachlass im Y, Bande seiner gesammelten Werke 
(Gdtdngen 1867) p. 601 — 630 abgedmckt sind. 

Art. 2 u. 3. Dass dio Componenten der Anziehung, die 
ein l^uoktsystem ausübt, mch als die partiellen Differentisilquo- 
tienten einer Function darstellen lassen, ist zuerst von Lagrange 
bemerkt (M^ra. de Berlin 1777 ]>. 15r»;. Dieselbe Darstellung 
ist sodann für die Anziehung, wulche eine continuirliche Masse 
ausübt, von Laplace benutzt in seiner Th(?orie des attraclions 
des spli<^-roides et de la ligure des plan6tes, Mem. de i'aiis 1782 
( 1 78') erseliieuen). Der Name »Potential« für die in l?edc stehende 
Function ist liier in Art. 3 von Gauss neu eingefiilut, wahrend 
dieselbe Function von Urcc/t Potentialfunction (pot(;nfial lunction) 
genannt wird. Chiusius unterscheidet in seiner .Schrift »die Po- 
tcntialfunction und das Potential« (zweite Aulia^e 1867, dritte 
Auflaf!;e 1S77, Leij)zio: zwischen jenen beiden Ausdrfickeii, in- 
dem er den Namen Potentialfnnction anwendet, wenn es sicli um 
die Wirkung auf eine in einem Punkte concentrirt gedachte 
Masse handelt, während er den Namen Potential für den Fall 
der Wirkung eines Massensystems auf ein anderes Massensystem 
reservirt. Diese Unterscheidung hat sich nicht eingebürgert; 
man braucht meist beide Ausdrücke, ohne zwischen ihnen zu 
unterscheiden. Für Kräfte, die nach einem andern als dem 
iV<??^^»'8chen Gesetze wirken, ist es üblich, an Stelle des Namens 
Potential die von Hamilton eingeführte Bezeichnung Kräfte- 
function zu gebrauchen. 

Art. 4. Die von Gausa als »)Gloichgewichtsflächen« bezeich- 
neten Flächen constanten Potentials pflegen auch »Niveau- 
flächeu', ihre senkrechten Trajectorien [die Linien h des Ar- 
tikels 4) »Kraftlinien« genannt zu werden. 

Art. 5. Die Gleichung 
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die man vielfach auch abgekttist 

JV-^ 0 oder J^V^ 0 

zu schreiben pflegt, führt den Kamen nLaj/Iuco'schQ^ GleicLiiüg« 
oder ii>Laplace^Bche Differentialgleichung«. Dieselbe ist von 
Laplace in der bei Art. 2 und 3 citirten Arbeit, sowie in der 
Mdcanique cdleste aufgestellt, doch ohne die nothige Einschrän- 
kung auf Punkte aiisscrlialb der Masse. 

Art. 6. Durcli Einführung von Polarcoordinaten, deren 
Anfangspunkt im aii,i:ezos:enen Punkt liegt, erkennt man zwar, 
dass K und X endlicli lileibcn, auch wenn der angezogene Punkt 
der Masse angehört. Die trausformirten Ausdrücke lassen aber 

hV 

nicht unmittelbar erkennen, dass auch jetzt noch X sss — ist 

ox 

Clamius führt daher in seinem oben genannten Buche die Trans- 
formation so aus, dass der angezogene Punkt auf einer Axe eine 
veränderliche Lage hat und erst nachträglich in den Mittelpunkt 

des Polarcoordinatensystems rückt. 

Ein von dem C/flz^szWschen verschiedener Beweis, der die 
Differentiation unter dem Integralzeichen vermeidet, findet sich 
in der Dissertation von Holder ; Beiträge zur PotentiaitheoriOi 
Stuttgart 1882. 

Art. S — 1 1 . Die Gleichung 
Ity }^^V 

■Ji2+^+53- 4^Äoder^F=-4^Ä 

führt den Kamen Poisson^tlnQ oder Laplace- l'o i snon mli^ Glei- 
chung. Foiüson hat zuerst (Bulletin de la societe pliilomatique 
1812 t. 3 p. 388) darauf aufmerksam gemacht, dass die La- 
place'sche Gleichung nur für Punkte ausserhalb der Masse gültig 
sei, und er hat dann fui Tuiikte der Masse die LapIaceaoihQ 
Gleichung durch die nach ihm selbst genannte ersetzt; doch ist 
08 ihm nicht gelungen, diese Gleichung auf strenge Art zu be- 
weisen. Dies blieb vielmehr Gauss in der vorliegenden Dar- 
stellung vorbehalten. Neu ist hier auch die am Schluss der 
Art. 8 und 1 1 gemachte Bemerkung, die sich gegen Foi^aon 
richtet, dass der Ausdruck 

h^V h'^V h'^V 

für die Oberfläche des mit Masse erfüllten Kaumes seine Be- 
deutung verliert. Die in Art. 10 benutzten Hülfsformeln, welche 
die Elemente einer beliebigen Fläche durch die entsprechenden 
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Elemente der Einheitskngel darstellen, finden sich schon in 
Gauss' Abhandlung ^^Theoria attractionis corpomm sphaeroidi- 
corum oUiplicorum homogeneorum, veröffentlicht in den Com- 
mentatiooes societatis regiae scientiarum Gottingeusis recentiores 
Vol. II, 1813. 

Von andern Ableitungen der Poüsou tn:hen Gleichungen sind 
besonders erwähn enswerth die von liiemann (Schwere, Elektri- 
cität und Magnetismus, herausgegeben von Hattendorf, Han- 
nover 1876), die von Holder (ef. Bemerkungen zu Art 0), die 
nicht, wie die meisten andern Beweise, die DifFerentiirbarkeit von 
k voraussetzt, endlich die von Kronecker, der zuerst eine all- 
gemeinere, auf das Potential, das zwei räumliche Massen auf 
einander ausüben, bezügliche Gleich uhl; aufstellt und daraus die 
Laplace - Poisson^Bdhe Gleichung als speciellen Fall ableitet 
[Crelle-Borchardtm. 70, 186!)). 

Art. U. Dns^ die abgeleiteten Eigenschaften des Körper- 
potentials in Verbindung mit dem Verhalten desselben, wenn 
der angezogene Punkt ins Unendliclie rückt, charakteristische 
sind, also das P(tt< iitial eindeutig bestimmen, hat zuerst JJiri- 
chh f p^pzeigt (ISur un moyen general de verifior l'expression du 
potenliel, Grelle J. Bd. 32, IS4G\ Nach andrer Kichtung sind 
die 6r'rtW56'schen Untersuchungen von Lipschitz und Crutoffcl 
erweitert, welche auch Massen, die sich ins Unendliche er- 
strecken, in Betracht gezogen haben (Crelle- ßorchardt J, 
Bd. 61, 64). 

Art, 13. Der 8atz über den Unterschied der normalen An- 
ziehungscomponenten einer Fläche, je nachdem der angezogene 
Punkt auf einer oder der andern Seite der Fläche liegt, ist zuerst 
TOn Poiason (Memoire sur la distribution de l'^lectricit^, 
moirOB de Tlnstitut T. XII, 1811) gefunden ; auf die nicht nor- 
malen Anziehungscomponenten ist derselbe von Canchy aus- 
gedehnt (Bulletin de la soci^t^ philomatique 1815). Das Verhalten 
des Fläch onpotentials und seiner ersten Ableitungen, sowie der 
Unterschied zwischen diesen Ableitungen und den Anziehungs- 
componenten für den Fall, dass der angezogene Punkt der Fläche 
selbst angehört, ist zuerst von Gauss in der vorliegenden Ab- 
handlung fester« Htellt. Uebrigens findet sich der Satz über die Ab- 
leitung des Flächeupotentiais nach der Normale auch bei Ghreen. 

Art. 14. Andere Beispiele für die Sfttze vom FUohenpoten- 
tial bat Dwiehlet In seinen Voiiesvngen gegeben, indem er die 
Anziehung einer unendlich dflnnen flehiobt betraobtete, die von 



56 



Anmerkungen. 



xw€i fthnlielieiL und fthnlich liegenden Ellipsoiden oder von zwei 
eonfoealen Ellipfloiden begrenzt wird. (ef. Diriehlefi Vor- 
lesungen, herausgegeben Yon Gruhe^ Leipzig 1876, wo indessen 
nur das erste Beispiel mitgetlieilt ist.) 

Art. 15 — IS. Ein sehr eleganter und einfacher Beweis der 
hier abgeleiteten Sätze ist kürzlich von Wei/igm'teti veröffent- 
licht (Acta mathematica Band X, 1887). Ein anderer Beweis 
findet sich bei Holder (cf. die Bemerkung zu Art. 6) . 

Art. 18. Auch in Bezug auf das Flächenpotential hat Di- 
ncJilet gezeigt, dass die abgeleiteten Eigenschaften charakteri- 
stisclie sind (ef. Bemerkung zu Art. 11). Von Erweiterungen 
der das Flftchenpotential betreffenden 8ätze seien erwähnt die 
Untersuchungen von O. HöJdcr (Dissertation 1882) über das 
Verhalten der Ableitungen des Potentials am Rande einer mit 
Masse belegten Fläche; ferner die Arbeiten von C. Neumann 
(Math. Ann. XVI), Beltrami (Annali di Mat. (2) X) und Horn 
[Schlömilch Z. XXVI, 1881) über die Discontinuitäten der zwei- 
ten und höheren Differentialquotienten des Fiächenpotentials. 

Art. 20. Diesen Satz, der sich aneh so aussprechen Iftsst: 
»Der Mittelwerth des Potentials anf der Kugelfläehe R ist gleich 

H — g-« bezeichnet O. Neumann in seinem Werke: ünter- 

snchungen ttber das logarithmische und NewtovCfith» Potential 
(Leipzig 1877) als den Gati««'schen Satz des arithmetischen 
Mittels. Ein andrer Beweis des Satzes Iftsst sich durch Anwen- 
dung der Eugelfunctionen ftthren. Eine Ausdehnung des Satzes 
auf andere geschlossene Flächen findet man bei Neumann 
in dem eben citirten Buche p. 98. 

Art. 22. Der hier angeführte, der Tlieuiia attractionia eor- 
porum spliaeroidicorum ellipticorum entnommene Htilfssatz er- 
giebt sich unmittelbar durch Anwendung der sclion in Art. 1 0 
benutzten Formeln für die Fläciienelemente. Wichtig ist die 
diesen Hülfssatz betrcti'ende Bemerkung am iSchius?, dt-^ Artikels. 

Art. 24. Während die in den Artikeln 19 — 23 aufgestellten 
Sätze Gttuss eigenthümlich sind, ist die in Art. 24 abgeleitete 
Gleichung ein besonderer Fall einer Green'schen Formel. (Der 
Satz in Art. 23 lässt sich ebenfalls aus den GVm^' sehen Formein 
ableiten, kommt aber bei Green selbst nicht vor.) 

Art. 25. Die in Art. 25 und 26 ausgesprochenen Satze hebt 
Gauss in der oben erwfthnten Selbstanzeige noch besonders 
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hervor ; dort hat der Satz 25 folgenden Wortlaut: »Wenn eine ge- 
schlossene Fläche eine Gleichgewichtsfläche für die Anziehnngs- 
oder Ahstossungskräfke von Massen ist, die doh sämmtlich im 
äussern Kaume befinden, so ist die Resultante der Kräfte sowohl 
in jedem Punkte jener Fläche, als auch in jedem Punkte des 
ganzen innem Raumes nothwendig = Oe. 

Diesem Satze ist folgende gegen Paisson gerichtete Re- 
merkung hinzugefügt: »Peissm hemerkt in seiner berfthmten 
Abhandlung über die Vertheilung def Elektricität an der Ober- 
fläche leitender Körper« (cf. Remerkung zu Art. 13), »dass es 
zur Erhaltung eines beharrlichen elektrischen Zustandes eines 
eiektrisirten leitenden Kdrpers nicht zureichend sei, dass die 
innere Grenzfläche der freien, an der Oberfläche des Leiters be- 
flndlichen Elektricität eine Gieichgewiohtsfläche sei, sondern noch 
ausserdem erforderlich, dass diese Elektricität auch in keinem 
Punkte des innem Raumes Anziehung oder Abstossung ausübe. 

Das oben erwähnte Theorem beweist dagegen, dass aller- 
dings die erste Bediugung allein hinreicht, insofern sie die zweite 
als eine nothwendige Folge schon in sich begreift.« 

Art. 26. Dieser J^atz lautet in der Selbstanzeige: »Ein zwei- 
tes Theorem bezieht sicliauf den andern Fall, wo die anzielienden 
oder abstossenden Massen sich innerhalb des von einer geschlos- 
senen Fläclie be^rrenzten Raumes befinden. Hier wird in jedem 
Punkte der Fläche, wenn sie eine Gleicli^^ewichtsfläche ist, die 
resulfireiKle Kraft nach Einerlei Seite gerichtet sein, auch wenn 
anziehende nnd abstosseiide Massen zugleich vorhanden sind ; 
je nachdem nämlich das Aggregat der ersteren, oder (l;is der 
anderen das grossere i^t, wird die Kesuilanle in allen J'inikten 
nach innen oder nach aussen gerichtet sein • ist alxT da« Aggre- 
gat der anziehenden Massen dem der abstosseudeu gleich, so 
wird, wenn es überhjiii])t eine geschlossene und einschliessende 
Gleichgewichtsüiu h<; ^lebt, die Resultante der Kräfte in jedem 
Punkte derselben und zugleich im ganzen äussern Räume = 0 sein. 

Art. 25 — 28. Weitere Untersuchungen Uber constante und 
extreme Werthe des Potentials findet man bei C. Neumann in 
dem bei Art. 20 citirten Buche, sowie Math. Ann. III p 424. 

Art. SO. In seiner Selbstanzeige fflgt Gauss dem am Schluss 
dieses Artikels ausgesprochenen Besultate die Beme^ong hinan: 
»Gerade das Gegentheil dieses Theorems,« (dass nämlich eine 
derartige Massenyertheilung auf einer geschloBsenen Fläche, bei 
der das Potential in jedem Punkte der Fläche eonstant ist, nur 
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auf eine einzige Art mdglich ist), »war unlängst von einem 
geschickten Geometer behauptet, in einer der Pariser Akademie 
der Wissenschaften gemaehten Mittheilung (Comptes rendns 1839 
No. 6).(( Diese Bemerkung richtet sich gegen Chasles. 

Auf ein System TOn mehreren Flächen ist der Satx dieses 
Artikels zuerst von Ltouvüle ausgedehnt. Vergleiche auch die 
Vorlesungen von Dirtchlet, Abschnitt VI. 

Art. 31 — 34. Das Hauptresultat (Art. 33), welches Gauss 
selbst den wichtigsten Säte seiner ganzen Untersuchung nennt, 
deckt sich im wesentlichen mit folgendem Satze, der unter dem 
Namen des DtWcA^^'schen Princips bekannt ist Es giebt 
immer eine und nur eine Function u von y, z für einen be- 
liebigen begrenzten Raum, die selbst und deren Diffcrentialiiuo- 
tienten erster Ordnung stetig sind, die innerhalb jenes ganien 
Raumes die Gleichung 



erftillt, und sich in jedem Punkte der Obertläche auf einen ge- 
gebenen Werth rcilncirt ' (cf. Dirichlefs Vorlesungen, heraus- 
o^e^eben von Gruhe^ Leipzig I STG, p. 127), Allerdings ist das 
Diric /tief sehe Princip insofern allgemeiner, als es sirli niciit nur 
mf Fiäume bezieht, die von geschlossenen Flächen begrenzt 



Gauss und Dirichlet stützen sich bei dem Beweise ihrer 
Rntze beide darauf, dass ein gewisses Raumintegral ein Minimum 
wird, bei Ditichht das Integral 



Diese Art der Beweisführung wird heute nicht mehr fdr einwand- 
frei gehalten, weil derselben unbewiesene Voraussetaungen zu 
Grunde liegen. (Siehe Heine »Heber einige Voraussetzungen 
beim Beweise des Dtrichlef sehen Princips«, Qöttinger Nach- 
richten 1871 und Math. Ann. IV, 626). 

Insbesondere wird die Zulässigkeit der Annahme, dass stets 
eine Function existiren müsse, die das betreffende Integral zu 
einem Minimum macht [Gauss spricht in Art. 33 von der Evi- 
denz, mit welcher die Existenz eines Minimums erkannt wird), 
angezweifelt. Diese Bedenken scheinen zuerst von Weierstrass 
und Kronecker geäussert- zu sein, doch haben beide nichts über 
den Gegenstand verOffentlichi C. Nemuinn beanstandet ausser 




werden. 
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den Variationsmethoden noch die Benntsnng unbekannter Flä- 
chen als Opentionsmittel. Er spridit sieh p. 112 seines oben 
eitirten Bnehes folgendermaaBsen ans: 

»Dass die im Vorstehenden reprodncirte (rutiM^sohe Beireis- 
fühmng auch dann noeh gültig sei, wenn die gesehlossene FlSehe 
nnendlioh viele Ecken besitstf wird Niemand behaupten 
wollen. Hiermit will ich keineswegs das Verdienst von Gauss 
schrnftlern, sondern nur anf das Ziel hinweisen, welehes bei der- 
artigen Untersnchnngen im Ange sn behalten ist. Dieses Ziel 
nämlieh kann nach meiner Ansicht nicht in dem Suchen nach 
einem absolut strengen Beweise für ganz n ebelhaft yorschwe- 
bende Flftchen bestehen, sondern nur in einer genaueren Deter- 
mination de^enigen Fischen, für welche ein absolut strenger 
Beweis fiberhaupt möglich ist. Und selbst diese Aufgabe wflrde 
unfruchtbar sein, wenn man es dabei auf eine yöllige Er- 
schöpfung der bezeichneten Flftchen absehen wollte. Aus- 
sicht auf Erfolg wird man nur dann habeui wenn man nnter 
diesen Flftchen md glichst umfangreiche Klassen festzu- 
stellen sich bescheideic 

Die neueren Untersuchungen haben daher zum Nachweise 
der Existenz einer Function, die im Innern eines gegebenen 
Raumes nebst ihren Ableitungen eindeutig und stetig ist, da- 
selbst der 61dchung^/F— 0 genllgt und an der Begrenzung . 
vorgeschriebene Werthe annimmt, einen andern Weg einge- 
schlagen, der in der Auftuchung von Vorschriften zur wirklichen 
Aufteilung jener Function besteht. So ist insbesondere jener 
Existenzbeweis durch die Methode des arithmetischen Mittels 
von C. Neumann (cf. das oben citirte Buch) fttr Polyeder ge- 
liefert, die überall Iftngs ihrer Kanten convez nach aussen sind; 
durch die Combinationsmethoden von Sehtoarz [von diesem aller- 
dings nur bei dem entsprechenden Problem der Ebene, cf. Berl. 
Monatsber. 1870] und C. Neumann ist weiter der Nachweis ftlr 
Polyeder mit einspringenden Flftchenwinkeln erbracht. Auf 
diese Arbeiten gestutzt, hat dann A, JEtamaek (Leipziger Ber. 
1886 p. 144) gezeigt, wie und unter welchen Voraussetzungen 
man zur wirklichen Aufstellung jener Function fttr andere Flft- 
chen gelangen kann (Vergl. auch zwei neuere Aufbfttze von 
C, Neumann in den Abhandlungen der Leipz^er Gesellschaft 
der Wissenschaften, Matfaem.-Physikal. Abtheilung, Band Xin, 
XIV, 1887, 1888). 

Art. 35. Die Ooef&cienten der hier vorkommenden nach 
fallenden oder steigenden Potenzen von r fortschreitenden Reihen 
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sind KngelAinctionen mit zwei VerftnderUelieB. Bm Oitat p. 47 
Z. 6 beziiaht sich auf die auch im Art. 36 erwähnte Arbeit von 
Gauss »Allgemeine Theorie des Erdmagnetismus«, wo in Ab* 
schnitt 1 8 die Differentialgleichnng der Kugelfanctionen abge- 
leitet ist. Hinsichtlich des Beweises des weiterhin angewandten 
Satzes, das&eine Function der Veränderlichen fi, l nur auf eine 
Art in eine nach Kngelfunctiouen fortschreitende Reihe ent- 
wickelt werden kann, yergleiche man Heine ^ Handbnoh der 
Kageifnnctionen, 2. Auflage, Berlin 1878, Bd. I p 326. 

Art. 36. Ein Beispiel ftlr diesen wichtigen Satz, den man 
den Satz von der äquivalenten Massentransposition genannt hat, 
hat DirichUt in seinen Vorlesungen mitgetheilt (in der Ausgabe 
von Grube ist dasselbe nicht enthalten)^ indem er mittelst des 
MacLaunn*9t^eik Satzes zeigte, dass die Anziehung, welche 
ein homogenes Ellipsoid auf einen äussern Punkt ausübt, durch 
die Anziehung einer unendlich dünnen, von zwei confocalen 
BUipsoiden begrenzten Schale mit derselben Hasse ersetzt wer- 
den kann. 

Die am Schluss eitirten 6ra»«y sehen Arbeiten, die einen 
Specialiall des Satzes betreffen, sind enthalten in den Common- 
tationes societatis regiae scientiarum Gottingensis recenüores 
Vol. VIII, 1841 [einzelne Arbeiten aus diesem Bande sindfrflher 
veröffentlicht, so die Gat»«*8che 1833], resp. in «Resultate aus 
den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 1838| 
Leipzig 1839. 

Baiic a. 8., den 7. April 1889. 

A. WangeriiL 
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den Gebieten der Mathei 3 901 6 06440 ?21^, — ^ > 

(einBchliesHlich Krysf ahivunae) und „ 

Die Folge der Ilefr.e kann keine streng, . ""^^ 
wird dafür Sorge getragen werden, dass eine solche tu 
(gehalten wird. Der Abdruck der Abhandlungea erfolgt textgeneu 
und mit genauen bibliographischen Angaben, so dass dieselben 
ebenso wie die Originale benutzt werden künnen. Wo es erforder- 
lich erscheint, wird das Verstäudniss durch sachgemässe kurze 
Anmerkungen erleichtert werden. Abhandlungen, die in fremden 
Sprachen erschienen sind, werden in sorg-fälrigen üebersetzungen 
zum Abdruck gelangen i Ausgaben in der Ursprache bleiben even- 
tuell vorbehalten. 

Die allgemeine Redaktion fuhrt Dr. W. Ostwald, o. Professor 
an der Universität Leipzig ; die einzelnen Ausgaben werden durch 
hervorragende Vortreter der betreffenden Wissenschaften besorgt 
werden. Für die Leitung der einzelnen Abtheilungen sind gewonnen 
worden: für Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), für Mathematik 
Prof. Dr. Wangerin (Halle), für KrvBtalikuude Prof. Dr. Groth 
(München^ fUr Physiologie Prof. Dr. G. Bunge (Basel), für Pflanzen- 
physiologie Prof. Dr. W. Pfeffer (Leipzig), für Physik Prof. Dr. 
Arth, von Oettingeu ^Dorpat). 

Um die Anschaffung der Classiker der exakten Wissenschaften 
Jedem zu ermöglichen und ihnen weiteste Verbreitung zu sichern, 
ist der Preis für den Druckbogen a lö Seiten auf J( —.20 fest- 
gesetzt worden. 
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